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Bevezetés

Tisztelt Olvasé / Kedves Hallgato!

Ezen egyetemi jegyzet a mechanika, azon belll tik&ttudomanyaval foglalkozik.
Nem titkolt célja, hogy segitséget nyuljtson azokadkallgatoknak, akiknek szandéka-
ban all az e tudomanyag jelentette fontos ismeyatam@lapjait megismerni €s elsajati-
tani, ami tovabbi tanulményaik haszna#, edlengedhetetlen pillére lehet.

A konyv az alapoktdl kezdve dolgozza fel a tétméatraa megeértéséhez szilkséges ma-
tematikai hatteret az élsejezetben fellelhétosszefoglald ismerteti.

A tananyag elsajatitasatfejezetek célszeérfelépitése hivatott tamogatni. Minden té-
makor esetében az elméleti bevézédbb részletesen kidolgozott példa kdveti, melye-
ket a megértés &egitése vegett igyekeztink minél tobb abravatilialni. Mindezen
felll gyakorlopéldak is talalhatéak a kbényvben, ye&hél csak a kiindulasi adatokat és
a végeredményeket kozoltik. Ezeket 6nallé megatdiara szanjuk.

Tapasztalatainkbdl kiindulva azt ajanljuk, hogyaaulas soran is a fejezetek struktura-
jat kovessék: az elmélet és a feladatok megoldéssaekasos menetének attekintését
koveten ne mulasszanak el néhany példat sajat magukldaegohiszen mindez nagy
segitség lehet a tantargy szamonkéréseire valésalikésben. Az igy szerzett tapaszta-
lat és gyakorlottsag poétolhatatlan.

Konyviinket hianypotlidnak szanjuk a hallgatobaratilshkonyvek tertletén, igy az iras
soran elédleges volt az a szempont, hogy a hallgatok kéningesznalhatd, logikus és
lényegre t66 segédletet kapjanak tanulmanyaik so@szintén reméljiik, hogy a tanu-
|6k hasznosnak itélik meg a kényvet, és segitségaeg sikeresebben lesznek képesek
ismereteik részévé tenni e nagysizeidomanyt.

Miként a témakor egyik népszeoktatoja gyakorta emlitette:
»A tarsadalomtudomanyokkal szemben a statika tudgmdtiggetlen a politikai rend-
szerek valtozasatdl, igy aki egyszer elsajatizanaar nem érheti meglepetés.”

Budapest, 2009
A szerdk



|.) Matematikai dsszefoglalo

1.) Matrix szamitas alapjai

Definicid: A szamok egy bizonyos alakba tot@rendezését matrixnak nevezzik.

&, & -y,
Ay 8y v Ay,
Ay QA 0 Gy

A matrix elemeit indexszel latjuk el, ami megmuaatjogy az adott elem a matrix mely
soraban, illetve oszlopaban helyezkedik el6Esam a sorindex, a masodik az oszlop-
index.

A matrixoknak tobb jelolési mdodja terjedt el. Példénagybel kétszer féléhazvaf,
ketszer alahuzva, vagy nyomtatasban a vastag nagiib®t esetleg [g alaku. Ezen

felil szokas indexekkel jeldIni a matrix terjedetmé
Példaul: A e, Amxn .

Ebben a kényvben a matrixokat vékonyiivet és két folévonassal fogjuk jeldlrzmxn

Specialis matrixok:
- Neégyzetes matrix: A matrix sorainak €s oszlopasedma megegyezik. (m=n)
- Sormétrix: A matrixnak egyetlen sora van. (1xn)
- Oszlopmatrix: A matrixnak egy oszlopa van (mx1)

A métrixok azon elemei, melyek sorindexe egyest oszlopindexével, alkotjak a mat-
rix foatlgjat. Példaul: 2x2 matrixban az &s a,elemek.

1.1.) Matrixok 6sszeadasa és kivonasa

Ezek a niiveletek csak azonos méiehatrixok kozott ertelmezhi.
Adott A mxn melynek elemeijgés B mxn, melynek elemeip Az 6sszeadas és kivonas
miveletét az alabbiak szerint értelmezzDk:= (;+ B)”. =a; +h

illetve kivonasnalD; = (Z—E)ij =a; —b,

Vagyis az eredménymatrix ij elemét agy kapjuk nteagy a niiveletben szereflmat-
rixok ij elemeit a niveletnek megfeléen 6sszeadjuk, vagy kivonjuk.

Példa: Adjuk dssze az alabbi 2x2-as matrixokat.

iR



Megoldas: A megfelél helyen |é¥ elemeket 6sszeadjuk. Tehat 4 + 7 =11, 8 +1 =9 és
igy tovabb.

4 8 N 7 1/ |11 9

5 2| |9 1] |14 3

1.2.) Matrixok szorzasa skalar szammal

Adott i: [aij ] és\ egy skalar szam. Ekkot D=A = [)l IF:¥ ] vagyis egy matrix szorzasat

A szammal gy hajtjuk végre, hogy a matrix mindesmadt megszorozzuk a skalar
szammal.
Példa: Szorozzuk meg az alabbi 2x2-es matrixotkeitt

4 8],,_[8 16
5 2 10 4
1.3.) Matrix szorzasa matrixszal

Két matrixot csak akkor lehet 6sszeszorozni, azgmosorrendjét is figyelembe véve, ha
az el$ tényed oszlopainak szama megegyezik a masodik tényeminak szamaval.

Kmm EEka = CnXk

Ekkor a végeredmény méatrix sorszama ad &syesd sorszamaval, az oszlopszadma,
pedig a masodik tényéoszlopszamaval lesz egyénl

Négyzetes méatrixok szorzdsakor a végeredmény métnggyzetes matrix lesz, mely-
nek sor és oszlopszama megegyezik a téikgel.

A matrix szorzas egy specialis esete, ha sormatagplopmatrixszal szorzunk. Ebben
az esetben, ugyanis a végeredmény egy 1x1-es reszix

bll
_ _ b21
Legyen Awn = [ail, Ayy ,ain] €sBna = | by,

_bﬂl_

A szorzasA[B eredménye tehat egyetlen szam lesz, melynek éatdknvetkeékep-
pen alakul:

ALB = [ay, a5, 85,8, 0Iby, = aby, +aub, +..+ayb,= Y asb,
i=1




Altalanos matrixok szorzasa:

Legyen Ao = [aij]
E“xk = [bIJ ]nxk
I=A\|:E = imxn EEHXK :mek,

- és
| A

NN

o]

bl

ol

A Cm« matrix elemei:
C; =ay b +a, M, +...+a, ;.

Tehat az eredménymatrix elemeit Ugy kapjuk, hogyfamétrix minden sorat megszo-

rozzuk aB méatrix minden oszlopaval.
A sor, oszlop kombinacioban végrehajtandd szoraaspecialis sormatrix oszlopmat-
rixszal valo szorzas szabalyai szerint hajtjuk eegr

1.4.) Matrixok determinansa

Legyen adva egy négyzetes matrix. Ennek a matriandé&terminansa egy szam mely-
nek értékét a matrixot alkoté elemékbmeghatarozott fiveleti szabalyok szerint sza-
mitjuk ki.

A determinans jelﬁlésejet(z)= W .

A 2x2-es matrix determinansat az alabbi eljardsatrozzuk meg:

det(?)=de{i (ﬂ:a b‘

c d
Vagyis a Hatlobeli elemek szorzatabdl kivonjuk a mellékatloblemek szorzatat.

=ald-blc

Tekintstk az alabbi 3x3-as matrixot:

I P
A: a'21 a‘22 a23

a31 a32 a33

Véalasszuk ki a matrix valamely elemét és hagyjula klvalasztott elem sorat és oszlo-
pat. Igy egy kisebb méte{jelenleg 2x2-es) matrixot kapunk, melynek detedinsa az
el6zéek szerint szamithatd. Ezt a determinanst a Kkiztd#s elemhez tartozo
aldeterminansnak nevezzik. Ha kivalasztottukagz elemet, akkor a hozza tartozo
aldeterminans:

a; @, a3
Ay 8y Ay - 2131 21: =883 T A3y
B A g o

Ha az aldeterminanst megszorozzuk n(ég)i+j - vel nyerjuk aa; elemhez tartozo

eléjeles aldeterminanst, mas néven az adjungaltat.
Az a,, elemhez tartoz6 adjungalt tehat a kdvetkez

-8-



(_ 1)2+2 [ﬂanaea - a13a31) = +(ana€3 - a13a31) .

Az adjungélt &jele az ugynevezett ,sakktabla” szabaly szerintmieghatarozhato.
llyenkor a matrix el§ eleme (bal fel§) pozitiv, a tébbi elem 8jele az eléhdz képest
felvaltva kdveti egymast.

[+ - o+ -
-+ - 4
+ - + -

-+ - 4+

A matrix determinansat a kovetkemddon szamitjuk ki. Valasszunk ki a determinans
tetsdleges sorat vagy oszlopat. A kivalasztott sor vagglop minden elemét megszo-
rozzuk az adjungaltjaval és az igy nyert szorzatekgelhelyesen 6sszegezzik.

Els6 sor szerinti kifejtés:

a22 a23 a21 a23 a21 a22
a’32 a33 a’31 a33 aSl a’32

A determinans kiszamitasa sok esetben egysadik, ha kihasznaljuk a determinansok
néhany tulajdonsagat:

- Ha a determinans két sorat vagy oszlopat feltgkréakkor érteke éjelet valt.

- Ha a determinéns két sora vagy oszlopa megegyaior az értéke nulla lesz.

- Ha a determinans valamelyik soranak vagy oszlap@mnden elemét megszoroz-

zuk egy tetsdlegesh szammal, akkor a determinans értéke iszorosara valtozik.

2 3

det(i) =+a,

A determinans kiszamitasat céldzetyan sor vagy oszlop szerint kifejteni, amelyben
sok nulla érték elem talalhatd. Ekkor ugyanis csak a nem zéerusekbez tartozo
aldeterminansok kiszamitasat kell elvégezni.

2.) Vektorszamitas alapjai

2.1.) A vektoralgebra koordinatamentes értelmezése

2.1.1.) Vektorok fogalma és jeldlése

A
Az olyan mennyiségeket, amelyek-

y nek nemcsak nagysaga hanem iranya
is van, vektoroknak nevezzik. A tér
egy P pontjabol a Q pontba mutaté
/5/ vektort a PQ egyenes darab hossza
(nagysaga), a terbeli helyzete (alla-
P sa), és iranya (értelme) hatarozza
. meg.
A térbeli helyzetet (allast) és az
irdnyt (értelmet) 6sszefoglaléan csak

irAnynak is nevezik. A vektoros jelo-
lése: PQ, a, a.




Kétféle vektort értelmezink:
- Szabad vektor: melynek kegabntja (tAmadéspontja) a tér téteges pont-
jaba helyezhét
- Kotott vektor: melynek tamadaspontja a tér egy raédyiozott pontja.

Két kotott vektor akkor egyedy ha kezd és végpontja megegyezik.

Két szabad vektor akkor egyénha nagysaguk, iranyuk és értelmik megegyezik. Ez
azt jelenti, hogy a szabad vektorok 6nmagukkal yggalmosan eltolhatok.

A kovetkedkben, tobbségében szabad vektorokkal fogunk foggalk

2.1.2.) Alapfogalmak

a.) A vektor abszolut értéke:

A vektor abszolut értéke, a vektor hossza, amely mgn negativ valos
szam.

Jele:|v]
b.) Zérus vektor vagy nullvektor:
A zérus vektor abszolut értéke nulla és irAnyadges.

c.) Egységvektor:
Az egyseg vektor abszolut értéke 1. Jeldlése:

Egy v vektor abszolUt értékét a kovetk&eppen hatarozzuk meg:
v

*H

Az egyseégvektor iranya megegyezik az eretletiektor iranyaval.
d.) Két vektor hajlasszdge: o
A v, ésv, vektorok hajlasszbge — a sorrendet is
figyelembe véve — az a szog, amellyel, aek-

tor pozitiv forgatassal aTz vektor irdnyba for-
gathato.

2.1.3.) Miveletek vektorokkal

a.) Vektorok 6sszeadasa:

A v, és v, vektorok 6sszegét a kovetkéep-
pen értelmezzik. Az dsvektor végpontjahoz
hozzéillesztjuk a méasodik vektor keégmbntjat.
Az elss vektor kezdpontjabdl a masodik vektor
végpontjaba mutaté vektort nevezzilkva<v, )

vektornak. Ez az 6sszegzési modszer dtges
szamu vektor 6sszeadasara is hasznalhat6.

Két vektor 6sszegét a paralelogramma mabdszer szenmeghatarozhatjuk:
Ennek soran a két vektort kozés pontbdl mérjukeslegy paralelogramma
két szomszédos oldalanak tekintjuk.

-10 -



A (v_1+v_2) vektor a paralelogramma iranyitott atloja, mekykezdpontja
a két vektor kdzos kedgontja.

/,\\
Ve \ o
Ve NG
A vektorok dsszeadasara vonatkoz6 tulajdonsagpk/ \
- Kommutativ azaz felcseréllget
a+b=b+a

- Asszociativ azaz csoportosithato:
atb+c= (a+b)+c=a+(b+c)

b.) Vektorok kivonasa:

Az a ésb vektort (@—b) kilonbségén az alabbi vek-
tort ertjuk.
A két vektor kozos kezigpontbdl felmérjik, majd

képezzilk ab vektor végpontjabél aa vektor vég-
pontjaba mutato vektort.

Az a-b vektort képezhetjiik ad + (—-b) 6sszegeként is.

c.) Vektorok szorzasa skalarral:

Az avektor és al skalar szam szorzataka vektor, melynek a abszolut ér-
téke aza vektor abszolut érté-

kének W-szorosa, iranya pe- )

dig a-val egyed, hal pozitiv 1A

és ellentétes hé negativ.  >
HaA = 0, akkor a szorzas _

Aa
eredmeénye zérusvektor 4 
(nullvektor).

haA>0

haA<O

-11 -



A skalarral valo szorzas tulajdonsagai:

- Asszociativitas (csoportosithatosadiiA,) a = A,(A, a) = A, (4, @)

- Disztributivitas (szétvalaszthatosagf, +A,)a=A4,a+A,a és
Ma+b)=Aa+ b

d.) Vektor szorzasa vektorral skalarisan (skalaris szarat)

Két vektor skalaris szorzata a két vektor
abszolut értékének és hajlasszogik ko-

szinuszanak szorzata. Je®b

O

a a 5[ﬁ):HEIHBn037

\ 4

‘5‘ [Cosa

»
> <

Két vektor skalaris szorzata valés szamot, skagetményez. Két vektor
skalaris szorzata az alabbi esetekben lehet zérus:

[0
- ﬁ=o
- cosa=0 =a=9Cr

Vagyis két nem zérus vektor skalaris szorzata zéraisa vektorok méfe-
gesek egymasra. Masképp fogalmazva: két nem ntdivekalaris szorzata
csak akkor nulla, ha a két vektor derékszdoget e@dymassal.

A skaléris szorzas az alabbi tulajdonsagokkal riede
zik.:

N o
+ oI
Tl g|

N —

[l

N

Q |

N —

=

I

Q |

N

Tl

N —

JE=ac+be
Ha két vektor kozil az egyik egysegvektor, akkor Ag
€ [a skalar szorzat, aa vektor € vektorra vett meileges
vetlletét adja.
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e.) Vektor szorzasa vektorral vektorialisan (vektorialis szorzat)

A

Két vektor vektorialis szorzata vektor. Jelex b
(A sorrend fontos!)

Ennek abszolut érték&xﬁ‘ = H II.I_)‘ $inp

Az (EXB) vektor aza ésb vektorokra meileges Ugy,

|
X
T

hogy aza, b és a x b vektorok ebben a sorrendben
egy jobb sodrasu rendszert alkotnak.

A vektoridlis szorzat abszolut értékének

geometriai jelentése: a két vektor altal

kifeszitett paralelogramma tertlete.

Két vektor vektorialis szorzata is lehet

zérus, abban az esetben, ha egyik vekto
sem nullvektor. Ha két vektor parhuza-

mos, akkor vektorialis szorzatuk zérus, mert azl@t bezart sz6g szinusza
zérus.

Ez a megallapitas forditva is igaz, ha két nemsgaktor vektorialis szor-

zata zérus, akkor a vektorok parhuzamosak egymassal

o

|
|
|
i ‘B‘Binp
|
|
|

a

A vektorialis szorzas tulajdonséagai:

- axb=-bxa (Atényedk felcserélése &jelvaltassal jar!)

- (a+b)xc=axc+bxc

- Aaxb)=Jaxb =axJb
X

(abf} Kifejtési tétel.
bc

f.) Vegyes szorzéas

Harom vektor vegyes szorzata egy skalar szam, akelywektor vektori
szorzatdnak a harmadikkal valo skalaris szorzata.

| Goso

abe = (axb) =[axb] ] osp
A vegyes szorzat geometriai jelentéseagzb ésc vektorok altal kifeszi-
tett paralelepipedon térfogata. Annak ellenére yhadérfogat a fizikai ér-

telmezés szerint mindig pozitiv értgéla vegyes szorzat eredménye aszerint
pozitiv vagy negativ, hogy a harom vektor jobb végyrendszert alkot-e.
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A felcserélési tétel szerint:
(axb)z=(cxa)b =(bxc)m=-(axc)b =-[oxa)x
A vegyes szorzat zérusértelehet akkor is, ha egyik tényige sem zérus.

Az abt =0 egyenbség all fenn, ha a harom vektor egy sikban van
(komplanaris).

2.2.) A vektor algebra koordinatas értelmezése

2.2.1.) A vektor koordinatés értelmezése

A vektorok koordinatas értelmezése soran jobbsadkasordinata rendszert
hasznalunk.

Legyen az x,y,z koordinatarendszer pozitiv tengesle iranyaba mutato egy-
ségvektoroki, j, k .

A

z

<|

|
<

v

A haromdimenzios tér, barmely vektora eballithatd
V=V, +V, +V, =xi +yj + Z alakban, ahol x,y,z @vektor koordinatai.

r 3

<

1 Sikbeli feladatok esetén csak kétdimenzids
‘ koordinatarendszert hasznalunk. Ekkor a
> vektoroknak ak egységvektor iranyabades

i v «  komponense (koordinatéja) zérus éiiték

|
<l

« X > V=V, +V, =Xi +yj

Kétdimenzids esetben a trigonometria is k('jri‘))-/ .
nyebben kezelhét

x = |V| [Eosa

<l

y =|V| Bina

X Y
tga =Y ctga ==
X

v

A

v
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2.2.2.) Miveletek vektorokkal
a.) Vektorok 6sszeadasa

A

y Legyen V, =Xx,i +y,] ésV, =X, +Yy,j, ak-
Vv, +V, v = kor\_/1+\72=(X1+X2)i_+(y1+y2)17-
2 Két vektor dsszegének koordinatai az 6ssze-
v 7 adandd vektorok megfetel koordinatainak
- A\ 0sszegével egysahl
AAJ
i_ X, Xa

V4V, +...+V +.. . +V :(in]i#(Zyij]{ZzijE

i=1 i=1 i=1
Mivel a koordinatak élieles szamok, ezért az 6sszegzésnél geleket fi-
gyelembe kell venni.

b.) Vektorok kilonbsége

Két vektor kilénbségének koordinatai a megtelaordinatak kulonbségé-
vel egyenb.

LegyenvV, =x,i +y,j+zk  és

2 =Xl +y217+ Zzlz
Ekkor (\71 _\72) = (Xl - Xz)i_ + (Y1 - YZ)JT + (21 - 22)lz '
Két vektor kuldnbségének ismerete I€lséget teremt arra, hogy meghata-
rozzuk két pont kozotti vektor koordinatait.
Az abrara rajzolt vektorokra

<

felirhatjuk az alabbi 6sszeflggést: z
r,+AB=T,. B (b, by, b,)
Az egyenletet atrendezve AB

kapjuk:AB=T, - T,.

Ez azt jelenti, ha ismerjiuk a két pont
koordinatait, a két pontot A a2y, a,)
0sszekd vektort ugy hatarozhatjuk
meg, hogy a végpont koordinataibdl
kivonjuk a kezdpont koordinatait.

A_B = (bx - ax)i_ + (by - ay)]T + (bz _az)lz'

>l

c.) Vektor szorzasa skalérral koordinatas alakban

Egy A skalar szam és egy vektor szorzatanak koordinat@iredeti vektor
koordinatainak\ - szorosa.
LegyenV = xi +Yj + z , akkor AV = (Ax)i +(dy)j +(A2)k .
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d.) Skaléaris szorzat koordinatas alakja

Két vektor skalaris szorzata egygial két vektor megfelélkoordinatéi szor-
zatanak 6sszegével.

LegyenvV, =x,i +y,] + zk , vagy masképw, = [x1 Vi, zi] és legyen
X2
V, =X,0 +Y,] + 2K, illetve v, =y, |.
ZZ
VIV, =xi i+ y,j0G + zkOi
1 ] + V0,0 + zkOyk
+xi Bk + y,jZ,] + zkZk

Mivel i D =j0=kk=1ésiG=ilk=]k=0,igy
XZ

VI, =% 00 +y, 0, +2 [, =[x, v, 2] 0,
22

e.) Vektorialis szorzat koordinatas alakja

k Az i, j, k jobbrendszert alkot6, egymasra tileges egység-
| — vektorok paronkénti vektorialis szorzata:
|

i
=0
LegyenV, =x,i +y,] +zk ésV, =x,i +y,] + zk.
Ekkor v, xV, = (x,7 +y,] + zK)x (i +y,] + k).
Az elézéeket valamint a disztributivitast felhasznalva eedenény szamitha-
to.
A vektori szorzat a matrixszamitast felhasznalvalabbi alakban irhato fel.

i j k i J k
ixv,= detx, y, z| = % VY Z
X Y, %, X, Y 7,

f.) Vegyes szorzat koordinatas alakja

Legyen Ekkor

V=i +y,j+zk, X Vi %
Va =Xl Y, )+ ZQE ’ VWV, =detx, vy, z
V3 =Xgl tYs] + zk X, Ys Zg
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g.) A vektor abszolut ertékének koordinatas dlallitasa

Egy vektor abszolut értéke, a koordinatak négyae&pebl vont négyzet-
gyok.

Legyen V=xJ+Yy,]+zk, akkor [V| =4/ +y; +2Z .

h.) Egységvektor eballitasa koordinatas alakban

Legyenv =x,i +y,] + zk , ekkorg, = - _Xl ty, )+ zk

V42

i.) Vetllet eléallitasa koordinatas alakban
A b vektornak aza vektorra valé meileges vetilleteb, = b [&
Legyena =a,i +a,] +a,k ésb =b,i +b, j+bk.

ai+a,j+ak ab +ab +ahb,

o

v O
Q|

A 4

\ 4 \
D
O

A

3.) A tenzor

3.1.) A tenzor fogalma

A fizikai rendszerek valtozasat szimbolikusan ofmakkal fejezzik ki. Ha egy
vektort elforgatunk valamely adott szoggel és eazel* vektorhoz jutunk, akkor
ezt a valtozast jellemezhetjuk 8zoperatorral.

vE=0v
Abban az esetben, ha az operator rendelkeFJbEEaZai\_/i} =>a, [EVI]
= =

tulajdonsagokkal — ahod, skalar szam — az operatort linearis, homogén vektor

operatornak vagy mas néven tenzornak nevezzikn2otevastag bével és két
felllvonassal jel6ljuk.

Egy tenzort akkor tekintink egyértelen meghatarozottnak, ha meg tudjuk adni
tetsdleges vektorral képzett szorzatat, vagy ami ugyajedenti, meg tudjuk mon-
dani, hogy egy adott vektort milyen vektorra kéfeez
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Ehhez elegeridmegadni, hogy a tenzor a tér harom nem kompla(@eis egy sik-
ban fekw) vektorat mely vektorokra transzformalja. Legyentéa harom nem

komplanaris vektora ,b, T és a transzformacio a kdvetkez

“Z
kB*
c
d* B
\ i d
Ak —
- c* ™ ~ b - y
asi |
a*
X
a*=Ta
b*=Th
ct=Tc

Mivel @bt # 0, a tér barmelyd vektora felirhatod = A,a + A,b + A,C alakban.
Alkalmazva ad vektorra, a transzformaciot, kapjuk:
d*=Td=T(Aa+Aa+Aa)=ATa+ATh+A,Tc=Aa*+Ab*+Ac*

Vagyis, ad* (transzformalt vektor) é&llithatd az alapvektorok transzformaltjai-
nak linearis kombinaciojakent.

Az elozéekdl kovetkezik, hogy ha a vektorhérma@,ﬁ,é) rogzitjuk, akkor a

tenzor egyérteliien jellemezhét Legcélszdibb, ha e vektorharmasnak a koordi-
natatengelyeket kijel8legységvektorokag ,&,, €, valasztjuk.

él* - Lél a ay, a3
Ismerve az §*=Tg €% =|ay &% =lay, &% =| Ay
Q* = ?ég a31 a32 a33

vektorokat, aT tenzort ezekkel, mint vektorrendidkel jellemezhetjik.
T=[e%8"&"]
Tetsdlegesv = A.g + A&, + 4,6, vektor esetén a leképezes

TV=A8*+1,8*+18*, illetve
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Vl * a11 a12 a13 all a:I.2 a13 Al
\_/* = V2 = /‘l a‘21 + /‘2 a22 + /]3 a23 = aZl a22 a23 /‘2
V3 * a31 a32 a33 a31 a32 a33 /13
alakban lehetséges.

A tenzort tehat harom vektor vagy kilenc skalartgddemezheti. Ezeket a skalar
adatokat matrixba foglalva kapjuk a tenzor matriraidaul:

_ [an @, ag
T = aZl a22 a23
8 8 g

3.2.) Sajatertek, sajatvektor

A vektorok leképezésénél léteznek olyan egységvekioamelyekhez az adott
tenzor az eredeti vektorral egyeallasu vektort rendel.

Ezeket az vektorokat & tenzor sajatvek-

z torainak, a hozzajuk tartozé szamokat
pedig a tenzor sajatértékeinek nevezzuk. A
mechanika oktatas gyakorlataban szimmet-

A

v VE=Av rikus tenzorok fordulnak él
K A szimmetrikus tenzornak legalabb — a
1 y  dimenziészammal megegyezszami -
I = >  egymasra paronként nideges
J e (i = 1,2 3) sajatvektor-rendszere és en-

nek megfelglen A, =2 A, 2 A, valos sajat-
értéke van. Ezek a sajatértékek illetve sa-

jatvektorok a mechanika kulonbdzgai-
ban mas és mas fizikai tartalommal birnak.

Rendezz(ik at &V = AV egyenletet.

TV-AEW = (? - AE)? =0, ahol Eaz agynevezett egységtenzor.
A vektoregyenlet matrixos irasmoddal az alabbi.

ay;, = a, a3 Vy 0

a; ap-A  ay |v,|=|0

ag Az, az; — AV, 0
|1 00
aholv,,v,,v, av vektor koordinatai 6E=/0 1 0
0 01

A homogén linearis egyenletrendszernek trivialigidionbod megoldasa csak ak-
kor van, ha
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A tenzor el8 skalar invariansas, = a,, +a,, + a,,
A tenzor masodik skalar invariansa:

s, = de{aﬂ aﬂ} de{an a13}+ de{azz azs}
a'21 a22 aSl a’33 a32 a33
Vegyuk észre, hogy a masodik skalar invaridns adefbatiéjaban talalhato ele-
mekhez taroz6 aldeterminansok 6sszege.

& & a3
A tenzor harmadik skalar invarianss;: =det a,, a,, a,;
A3 8 g
Az egyenlet igyA® —s A* +s,A4 —s, =0 alakd harmadfok( polinom. Ennek megol-
dasai adjak a,, A,, A, sajtértékeket.
A A, sajatértékhez tartozo sajatvektdt az alabbi egyenletek felhasznalasaval
tudjuk meghatarozni:
ay, A a; A3 | Vi 0
Ay a,, - A ay3 Viy | = 0
Ay A, Q33 _/]i Vi 0
illetve,
Vii +Vi§ +Vii =1
Az el6z6 négy egyenlet kdzul csak harom linearisan fluggetzek segitségével a

keresett vektorrendék meghatarozhatok.
Sikbeli transzforméacié esetén a transzformacidb lednzor csak négy elemet tar-

talmaz.
? - {an a12:|
a21 a22

A karakterisztikus egyenlet ennek megféésl csak masodfoku.

-A
de{an a, } 0
ay ay, ~ A

Vagyis a tenzornak két sajatértéke és két sajaivektan. Ezek a vektorok — szim-
metrikus tenzorokrél 1évén sz6 — ikmgesek egymasra.
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4.) Példak a matematikai 6sszefoglalé témakodh

1. példa

Legyen adott az aldbbi két matrix:

[1 35 [650
A=|2 4 0|ésB=|4 4 0
400 127

Hatarozzuk meg a két matrix 6sszegének, kilénbségén szorzatanak determinansat!
a.) Osszeg

o |7 85
A+B=C,tehatC=|6 8 O

5 2 7
A determinans meghatarozasat végezzik el ézselsszerinti kifejtéssel.

6 6 8
1% 7% 4
=787 -2M0|-8(67-50|+5[62-5[8|=
= 70056]-80ju2] + 50+ 28] = 392-336-140= -84

= 8
detC=+7

b.) Kulénbség

o |75 -2 5
A-B=D,tehatDh={-2 0 O
3 -2 -7

A determinanst fejtsuk ki a kozépsor szerint.

— -2 5 5 5 -5 -2
detD = - (-2) +0 -0 =
-2 -7 3 -7 3 -2

=2[14+10)+0[{...)- O[{..)= 48

c.) Szorzat
AlB=H
1 3 5][6 50| [h; h, h,
ﬁ: 2 4 0 4 4 0= h21 h22 h23
4 0 0|1 2 7 hy hy;, by
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h, =106+3[4+5[1=6+12+5=23
h, =106+3@+52=5+12+10= 27
h,=1M+3M+5=0+0+35=35

h,, =2[6+4[4+0[1=12+16+0=28
h,, =25+4[4+0[2=10+16+0=26
h,=20+40+0F=0+0+0=0
h,=46+0@2+01=24+0+0=24
h,=45+0@&A+02=20+0+0=20
h,; =4[0+00+0[F=0+0+0=0

~ [23 27 35
TehatH =|28 26 0
24 20 0

A determinans értékének meghatarozasat végezakigblso oszlop szerinti
kifejtéssel.

= 28 2 23 2 23 2
detH =35 -0 +0 =
24 2 24 2 28 2

= 35[{28[20- 24[26) = — 2240

2. példa
p “Z
Hatarozzuk meg €A és CBvektorra mei- c 4
legesa vektort! S Be |
A(4,2,0);B(2,4,3);C(3,0,4) i 2 a4y
3 TSN
C_A:ll-_+2]T—4lz C_B:—]j_+4JT_:uz X 4 ~ ____ _.;A
] ok
a=CAxCB=|1 2 -4=i(-2+16)- j(-1-4) +k(4+2) =14i +5] + 6K
-1 4 -1

Természetesen @Bx CAvektor is mebleges a két vektorra.

"
CBxCA=|-1 4 -1=i(-16+2)- j(4+1) +k(-2—4) =-14 -5] -6k
1 2 -

Amint varhato volt, az egyik vektor a masik (-19zerese.
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3. példa

Hatarozzuk meg £B=b vektor vetiiletét £A = a vektorra.

A Z B

A4,4,2);B(26,5);,C(1,1,3)

CB=b =1 +5j+2k
CA=a=3 +3]-1k / A

VV<

Kol
|

|
3 =v/9+9+1=419

)

3 - 1 -

j——=Kk
Ji9© V19

3
+

V19

3
e =+
V19

| +

3 15 2 16

S=b & =[152|0+ = 2065

&“pﬁ‘w
(o] (o]

4. példa

Hatarozza meg az A, B, C, D pontokkal megadott
paralelepipedon térfogatat!
A@4,-23);B(8,6,-1);C(6,10,0);D (9,95

A keresett térfogatot, a
BA=3a, BC=¢, BD =d vektorok vegyes szorzata B
adja.

BA=a=-4i -8j+4k
BC=c=-2 +4j +1k
BD=d =1 +1j +6k

V:\aéa\
-4 -8

acd =|-2 4 1|=-4024-2)+8[(-12-1) + 4[(-2 - 4) = -88-104-24=-216
1 1

V=216
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5. példa

Bontsuk fel azF vektort AD=3, BD=Db és

CD = ¢ vektorok irAnydba mutaté komponen-
sekre!

A (2,60);B (0,0, 0); C(4,0,0):D (2 3,6) B T N
F =-200 +300j +400k

A felbontas soran kapott komponensvektorok dssadgtbontandé vektorral egyénl
F=a*+b*+c*.
A komponensvektorok mindegyike valamelyrel megadott vektor iranyaba néz, tehat
irhatd, hogy:
a*=Aa
b*=A,b
C* = AC
Ezekkel a vektoregyenlet az alabbi alakot dfi= A,a@ + A,b + A,C
A megadott pontok alapjan a vektorok szamithatélgyis

A vektoregyenlet megoldasara tébbféle médszertézilé
A.) Megoldas:

Helyettesitsiik be a vektoregyenletbe a megaHoitletve a kiszamitot@, b, ¢
vektorok vektorrendeéit.

— 200 +300j +400k = A, (O —3] +6k) + A, (2 +3] +6Kk) + A, (-2 +3] +6k)
Az egyenlet jobboldalan végezzik el a skalarrab walorzast, valamint csoporto-
sitsuk azokat az, j, k egységvektorok szerint.

- 200 +300j +400k =

= (04, +24, —2A,) 0 + (=31, + 31, +34,) [ + (64, + 64, +64,) [k
Két vektor akkor egyefi| ha a megfelél vektorrendeék értéke azonos. Ezt fi-
gyelembe véve, az alabbi egyenletrendszert kapjuk.

~200= 04, +24, - 24,
300= -3, +31, +3/,
400= 6], +61, + 6/,
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A harom ismeretlenes egyenletrendszer megoldasa sar alabbi értékeket kap-
juk:
_ 2400 1= 1200

13200
1 2 /13=
144 144 144

B.) Megoldas:

Szorozzuk meg a vektoregyenletet jobbrol skalarisémx ¢) vektorral.
F b xt) =
= A a(b xT) + A,b(b xT) + A,c(b xT)
Figyelembe véve, hogy@;xe) olyan vektor, amely méteges mind & , mind a

C vektorra, tovabba azt, hogy két egymasradheges vektor skalaris szorzata
Zérus, a jobb oldalon a masodik és harmadik tagszéntek.

boxc)=0

cfoxc)=0
Ezzel az egyenlet az alabbi alakot veszi fel.

F fo xc) = A,a(o xc)
Az egyenletben taldlhatd vektorineletek 6sszevontan felirhatok ugynevezett
vegyes szorzatokkeént.

F fb xc)= Fbc

arp xc)=abc
Mivel a vegyes szorzatok eredménye skalar szamtdirh

A= _F—t—)f

abc

A A, értéke, tehat kiszamithato ket determinans harsgdmt. AA, kiszamita-
sakor hasonl6an jarunk el, azzal a kilénbséggely laovektor egyenlete(ﬁ X 5) -
val szorozzuk meg.

A A, értéke
/a_ﬁﬁ_—ﬁ%_éﬁ
> pca -bac abc

Itt figyelemmel voltunk arra, hogy a determinangke ebjelet valt, ha két sorat
felcseréljuk. Hasonl6an adodik a

Ay = g
abcC
A négy determinans kiszamitasa az alabbiak széniténik.

0 -3
abc={2 3 6=3M2+12)+60(6+6)=144
-2 3
-200 300 40
Fbc=| 2 3 6 |=-2000{18-18)-300C(12+12)+ 4006+ 6) = —2400
-2 3 6
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0 -3 6
aFc =|-200 300 400 =30{-1200+800)+6{-600+600)=-1200

-2 3 6
0 -3 6
abF =| 2 3  6|=3[(800+1200 +6 {600+ 600) =13200
-200 300 40
Ezekkel
), =~ 2400 ), = 1200 ), = 13200
144 144 144

A kiszamitottA értekekkel a komponensvektorok:
7200. -14400-
J +
44

a*=2a=0+ k
144

B*=Ab=- 2400i- B 360017 B 7200E
144 144 144

- _ _ _26400- 39600. 79200~

C*=AC=- I+ j+ K

144 144 144

Ellendrzésképpen adjuk 6ssze a komponensvektorokat.
a*+b* +c* = —200 +300j + 400k
Ezzel megkaptuk aF vektort.

6. példa

Hatarozzuk meg ar tenzor sajatértékeit és sajatvektorait!

T 80 -50
“|-50 20
Sajatérték meghatarozasa:
80-14 -50
de =0
-50 20-/
(80-1){20-1)-(-502 =0

A? —1001 +1600~ 2500=0
A? -1004 -900=0

. =100+ V100? +4900 _100++/13600  100+11662 -
12 2 2 2
= A, =10831 A, =-831

A, =10831 sajatértekhez tartoz6 sajatvektor meghatarozasa:

- 26 -



[80-10831  -50 |e.] [o], ,
= eselx+ely:1
-50  20-10831|e, | |0

[-2831 -50 || €& | [0], ,
= =1
| -50 - 8831}{%3} _o} ©S € * 8y

- 2831le, —50(e,, =0
~50[e,, - 8831[#,, =0

ése’ +e =1

50
=-———¢, =-17662
elx 28’31e1y :L |jaly
(-17662&,)" +€f, =1 e, =+0,49271 e, =7087022 =
tgg:ﬂzw —~  @=-295%°
gx -087022

Ha az egység vektod, =cosa i +sina j alakban hasznaljuk. Akkor az alabbi meg-
oldast kapjuk.

- 2831cosa —50sina =0

—-50cosa - 8831sina =0

Ebben az esetbensin® a + cos’ a = akonossag alapjan & vektor biztosan egy-
ségvektor.
—-2831cosa =50sina
_ 2831 _ sina
50  cosa
=-2952°
= —831sajatértékhez tartozo sajatvektor

A
{ —5531 20—_(5)(:331)}[@?:;}//}{8}

=tga

“y 8831lcosy —50siny =0
€
88,31: siny —tgy
50 cosy
o y = 6048
y =60,48
> X A két tengely mefleges egymasra.
a=-29,52°
S
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Il.) Er 6rendszerek

1.) Alapfogalmak

1.1.) Eré

Az e mindig két test egymasra kifejtett kdlcsbnhatésaa kblcsdnhatas - kevés kivé-
teltél eltekintve - a két test kozvetlen érintkezéseman keletkezik.

Az erét vektorjellegi mennyiségnek tekintjik F- vagyis jellemdje a nagysaga, ira-
nya, valamint timadaspontja. Az &btott vektor.

= hatasvonal A tamadasponton keresztiilfektetett
€s az dF iranyaval péarhuzamos
egyenes az érhatasvonala.

y

z

tamadaspont
X
Az e mértékegysége - Newtdn = m& torvényét figyelembe véve - (1 kg tonieg

test 1m2 gyorsulassal val6 gyorsitasd)kg Elm2 =1N.
S S

~

A két test kolcsonhatasaban keletkezét az érintke# fellletek nagysaga alapjan az
alabbi médon osztalyozzuk:

Koncentralt ef:  az érintkeé fellletek olyan kicsinyek a kdélcsénhatasban rés#itv
testekhez képest, hogy pontszek tekintheiek. A koncentralt
erd tehat relativ fogalom.

Megoszlo terhelés: ha az érintkeeliletek kiterjedése egyik iranyban nagy, a masik
irAnyban pedig elenyé$zakkor vonal mentén megoszI®ei be-

- - . N
szeliink. Mértékegysége- .
m
Ha az érintked fellletek méretei mindkét iranyban jelések, ak-
kor feltlet mentén megoszlodeél van szo. Mértékegysége- .
m

Tomegvonzasnal a keletkezr a test minden egyes térfogatele-
meére hat. Ekkor térfogaton megoszIérél beszélink. Mértekegy-

. N
sége— .
m
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1.2.) Pontra szamitott nyomaték

Az er6nek forgatd hatasa van. Ezt a forgatd hatést a@épanthoz kététt nyomatékvek-
tor jellemzi.

z

A nyomatékvektort a pontbdl (P) azéeamadas-
pontjahoz (T) iranyitott vektorr() és az divektor

(F ) vektori szorzata adjaM p = F X F .

X

Jobbos rendszert hasznalva a nyomatékvektort ugyzadlpuk, hogy a nyillal szembe-
nézve a forgatd hatas az 6ramutato jarasaval éleEntegyen.

Tobb eb (erérendszer) esetén a pontra szamitott nyomatéek ay@smtékok 6sszegé-
vel egyend.

p Mg =T XF

X X
Mp=> Mp =) FxF

1.3.) Erépér, koncentralt nyomaték
Az olyan efrendszert, amely két azonos nagysagu, parhuzanésvbaall, de ellenté-

tes értelnd er6bol tevodik dssze, dparnak nevezzik.
Az erépar esetében azédr 6sszege zérus.

Fi|=IF
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Szamitsuk ki az épar nyomatekat a tér két kilonbo-
z6 pontjéra.

M= X1 xF

Mg =My +Tgax > F =M, mivel > F =0

Az eopar nyomateki vektortere tehat homogeén és a
nyomatékvektor méteges az éipar sikjara. Az ér
komponenseivel megadottéparhoz mindig egyérteltien hozzarendelh&ta nyoma-
tékvektor, azonban ismert nyomatékvektorhoz végtetk ebpér tartozhat.

<|

e

Az eropar karjanak (a két @hatasvonalanak tavolsaga) valtoztatasaval - a aggm
értékének allandésaga mellett - eljuthatunk ahlzozsathez, amikor azégrar karja
Zérus és az ék veégtelen nagyok. Ezzel az absztrakcidval létretiadpart nevezzik
koncentralt nyomatéknak.

Jele: O, mely mutatja a forgatas iranyat, vadl/, mely nyomaték vektorral szembe-
nézve a forgatd hatas az éramutatd jarasaval éleEmntA nyomatékvektort szabad vek-
torként kezeljuk.

1.4.) Tengelyre szamitott nyomaték

A fizikai jelenségek targyalasanal sok esetben szgikan egy adott tengely koéruli for-
gatOhatas ismeretére.

Tételezzuk fel, hogy ismerjik a
tengely (t) egy pontjadhoz (P) tar-
tozé nyomatékvektorti ;).
Bontsuk fel azMp nyomaték-
vektort egy tengelyirany(Ni p,)
€s egy tengelyre méeges
(M p,,,) komponensre.

A tengely korili forgatdhatés
jellemzésére aaMl p.komponenst
hasznaljuk.

X
Legyen€ a tengely egységvektora] az € vektorra metleges egységvektor.

Ekkor Mp,=(Mp €)€=M,€
Moy, = (Mp-m)M=8x(M, x€).
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Mivel az I\WF>e nyomatékvektor a& egységvektortol csak skalar szamban kilénbozik -
melynek értékét aM, = I\Wpe -€ skalaris szorzat adja -, elegéraltengely koruli for-

gatohatéas jellemzésére &k, skalar szam.

A tengelyre szamitott nyomatékotglles skalar szamkeént definialjuk, ahol a skalar
abszolutértéke megadja a forgatdhatas nagysaga@ipjeie pedig a forgatdhatas ira-
nyat. Amennyiben az &kl pozitiv, a tengely egységvektoraval szembe eéziorgatas
irAnya az 6ramutato jarasaval ellentétes.

Mp&>0 Mp@=0 Mp@E<0
Bizonyithatd, hogy a tengely barmely pontjara stéihinyomatékvektorbdl szamitjuk a
tengelyre szamitott nyomatékot, az valtozatlan chara

y
A Sikbeli ebrendszer esetén, a sikra gleges (z)
]Fy tengelyre szamitott a nyomatékot az alabbi modon is
P meghatérozhatjuk.
y M, =FO=F 3-F, X
ahol t az F & hatasvonala és a sikra idleges ten-
N a— « gely (z) normal transzverzalisa.

1.5.) Erérendszer redukélasa

Minden ebBrendszer a tér barmely pontjaban helyettesitegly e6bdl €s egy nyoma-
tékbal allo, vele egyenértékersrendszerrel. Ez az egyenéiiékg azt jelenti, hogy a
merev testre gyakorolt hatasa mindkérendszernek ugyanaz.

Ez az Uj efrendszer (vektorkdis) az ered vektorketts. Az ered vektorketbs mindig
egy kijel6lt ponthoz tartozik.

z

= /
F7 T, F f
Mi=wm
\T3 T4 —_— (¢]
M. y
2 T5

y
T2
X ﬁz\ X
M= M+ 35 xF,
ahol T; az orig6bol a ahol rj*az A pontbol a

tamadaspontba mutaté helyvektor tamadaspontba mutatd helyvektor

Az egrendszer redukalasan mindig az éredktorketbs meghatarozasat értjuk.
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1.6.) Kényszerek

Ha egy merev testre nem egyensulybaib ket (terheléseket) helyeziink el, a test a
mechanika térvényeit kbvetve elmozdul.

Ahhoz, hogy bizonyos szerkezetek vagy szerkezethek betdltsék szerepuket (hor-
dozzak a terhelést) ezeket a szabad mozgasokatetiedcadalyozni.

A sikban harom, a térben hat mozgési szabadsagéwka merev testnek.

y
v y
X
— el Y
®
y
® [Vy ® [Vy
v (
@, X / (Dx\" X
O‘)Z
V4 z
- mozgas a x tengely iranyaban - mozgas az x tengely irAnyaban
- mozgas az y tengely irAnyaban - mozgas az y tengely iranyaban
- forgdbmozgés a z tengely korul - mozgas a z tengely iranydban

- forgdé mozgas az x tengely koral
- forgd mozgés az y tengely kordl
- forgdé mozgas az z tengely kérdl

Egy merev test akkor tudja hordozni a r4 hat6 tédeket, ha a kdrnyezetéhez képest
nyugalomban van. Ez azt jelenti, hogy aibél emlitett mozgasi lehttégeket meg kell
akadalyozni. Az akadalyozast mas merev testekssggivel érhetjik el.

Attol fuggoéen, hogy a vizsgalt és az akadalyozo testek mikagmcsolatban vannak
egymassal mas és mas mozgasi szabadsagfolkokedzmeg.

Azokat a kapcsolatokat, melyek az altalunk vizsgadrev testet kényszeritik a nyu-
galmi allapotra, kényszereknek nevezzik.

A valosagos kényszerek nagyon sokfélék lehetnekdvetkedkben a statikai tanul-
manyainknal hasznalatos néhany idealis kényszetdtomk be. Az idedlis kényszerek-
nél a surlodast és a gordulési ellenallast elhavijdg Ezekkel a kényszerekkel szami-
tasaink soran sokszor valoségh tudjuk modellezni a valés megoldasokat.

megtamasztas ( gérés megtamasztas )

jelkép

merev test

tamasz ]
erinto

érinté e

Sikban és térben a megtamaszto fellletredimges irdnyban képes megakadalyozni a
mozgast.
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csuklo (sikcsukld, gdmbcsuklo )

merev test ; ; B L , ,
Sikban keti, térben harom iranya elmozdulast akada-
lyoz meg. A kényszer az elfordulast nem akadalyozza
meg.
csuklo jelkep
x@
befogas
Q merev test A sikban és a térben minden mozgast megakadalyoz.
N Ennek megfelden:
% - sikban barmilyen iranya &@és a sikra méleges
§ tengely koruli nyomaték atadasara képes
N - térben barmilyen iranya &rés barmilyen iranyu
jelkép §7 nyomaték atadasara képes.
rad
o A rad vegtelen merev test, mindkét végén
O O rudirany  sirigdasmentes csuklokkal.

A rud az egyensuly feltételeinek megfele-

. l6en csak rudiranyu illetve a radvégeken
M radirany  talalhatd csuklok kozéppontjait 6sszekot
egyenes mentén hatdokr hatasara lehet

egyensulyban.

i A rad hazé- és nyomobeérfelvételére keé-
jelkép o——me

pes.
kotél
O- ““““ O Csak kotéliranyu és csak huzo terhelés felveteilia-
mas.
jelkép = = = = — -

A kényszerefk (reakcio efk) megértése érdekében vizsgéljuk meg az alabtetese

G
teherauté

[ —1— hid
Ha a teheraut6 a vizsgalt merev test Ha a hidat vizsgaljuk
G , , G, G, ,
G: és G a kényszer- 1 1 GiesGa
erd terhebers,
[ | AésBa
T t T T kényszer-
G, G, A g €rk
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2.) Erérendszerek osztalyozasa

Az errendszer redukélasaval kapott éregktorketés elemzéseével osztalyozhatjuk az
erérendszereket.
Az ered vektorketts két tagja az

FA=DF és Mu=>M,;+>1xF.

a) F,=0 M,=0
Ha mindkét tag kilon-kilon zérus, akkor adgrendszert egyensulyi @endszernek
nevezzuik.

by FA,=0 M,#0
Ha az ered vektorketbs el tagja zérus, de a nyomatéki tagja nem, akkor &z er
rendszer a tér barmely pontjaban helyettegiteezel a nyomatékvektorral.

c) FA20 M, =0

centralis egyenes Abban az esetben, amikor az
ered vektorketbs nyomatéki
tagja zérus érték de az af-
komponens nem nulla, az eéed
egyetlen efként adhaté meg a
kijelolt pontban. A pont és az
ered altal meghatarozott egye-
nes a centralis egyenes, melyre

B jellemzs, hogy minden pontja-
X __ ban zérus az erédrektorkets
Mg nyomateki tagja.

Az ered vektorketés tovabbi elemzésénél mar egyik tag sem lehet z(&_gst 0
es I\WA # 0). Ekkor két esetet kiildnboztetiink meg:

F, M, =0 - a két vektor meéieges egymasra.

F,[M , # 0 - a két vektor altalanos helysetgymashoz képest.
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ol

d) Fy#20, M, 20 ésF,M 5 =

Az I\WA nyomaték tetsileges efparra bonthatd fel. Valasszuk ki ezek kozul azt,
amelyiknél az €r értéke megegyezik aEA er6 abszolutértekével.
Toljuk el ezt az dipart ugy, hogy az épar egyik ebje és az eredeti &regy hatas-
vonalon helyezkedjék el. Ekkor a kéb éiegyensulyozza egymast, és az eredmény
egyetlen, (A ponthoz képest) eltolt hatésvonﬁjdg ern lesz.
Az eltolas mértekének a vektor - meghatarozasat az alabbi meggondolasgk al
jan végezzik:
Mivel az I\WA nyomatékot bontottuk fel &parra, ezért
axFy,=M,.
Szorozzuk meg a vektoregyenletet balﬁ’;\l vektorral vektorialisan.
ﬁAX@*ﬁ1)=ﬁAXMA
A kifejtési tétel értelmében
a(lfAlfA)_ IfA(Ian) =FpxMy.
Kossik ki, hogy azt a@ vektort keressiik, amely nigeges azF , -ra, igy a centra-
lis egyenesre is.
Ekkor azF, [@ =0, mivel a két vektor méteges egymasra.
igy a(FaFa)=FaxM,
FAXM 4

ésa=
Fr
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e) FA

Bontsuk fel azl\WA nyomatékvektort egy az@iranyaba a$ és egy erre méleges
komponensre.
- _ F ) F.
M,=\M,E)E=| M, 34 |2 == [F, (M

=l )| 9,581 of - 2, )

z (M, x&) vektor abszolitértéke éppen &#, vektor
abszolﬂgrtékével egyezik meg.
Az éx(M A xé) pedig azM, -t adja.
Tehét
_ F (- F o
M, =ex (M 4 x8)= A x| M, x A [= L S Fax(M % Fa)

FA
Az ebz6 esethez hasonléan dd , felbontasabdl szarma-
zik az eltolas, tehat igaz, hogy
X (MA X IfA) = _é(mA X IfA)x Fa.
A
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Az I\W1 nyomatékvektor 6nmagaval parhuzamosan szabadwhagti. igy a legegysze-

ribb ered a centrélis egyenesben hdtg, e és M; nyomaték. AzM, vektort szo-

kas Heroparnak is nevezni.

Ha ez az erddvektorketés egy merev testre hat, akkor a# e¥sze haladdé mozgasra,
mig a nyomatéki része forgasra kényszeriti a telgigta mozgas hasonl6 a csavarmoz-
gashoz és ezért az ilyerbmndszert dicsavarnak is nevezik.

3.) Egyensulyi ebrendszerek

Az edrendszerek osztalyozasanal megallapitottuk, hogeregilyi eérendszersl ak-
kor beszéliink, ha az efedektorketts mindkét tagja zérus, vagyis

Fa=)> F =0
és a tér barmely pontjara
Mo =Y M, + Y5 xF =0.

A

y4

N
ul

\ 4

R y
] J' ]
X X
Fa=Xi+Yyj+x& Mao=M,i+M, j+Mk
X=X M, =M,i
Y:ylz I\W)’ :Mij
2= M, =M,k
A két egyensulyt kifejek vektoregyenlet kulon-kulon skalar egyenletekkeéeishato.
Fa=Xxi+yj+& =0 Mp=M,i+M,j+Mk
Xx=> % =0 M, =0
y=2.y =0 My =0
232 =0 M. =0

-37-



Az egyensuly feltételét mas maodon is megfogalmazkaEgyensulyi efrendszerdl
akkor beszéllink, ha a vizsgalterndszer a tér harom, nem egy egyenesigestjara

szamitott nyomatéka zéruseériek

M. =0

Ennél a megfogalmazasnal nem tettink emlitést ed> en6rol. Bizonyithatd, hogy a
harom nyomatéki egyenlet zérus volta csak Ugy $&yets, ha aF = 0.

irjuk fol a B és C pontokra a nyomatékokatH;A segitségeével:
Mg =M, +TgaXF - 0=0+TgaxF
Mc =M +TcaXxF - 0=0+T,xF
Az egyenleteket rendezve:
0=TgaxF,illetve 0=T, X F .
A vektori szorzat akkor lehet zérus éftéka két vektor parhuzamos, vagy legaldbb az
egyik ténye#d zérus érték.
Az 4bréan lathat6, hogigp # 0 ésies 2 0.
Tovabba igaz az is, hogy egy zérustdl killorib&z vektor egy-
szerre nem lehet parhuzamos igz-val és azrc,-val. Ebl$l

kovetkezik, hogy aF e értéke valoban zérus.
A harom vektoregyenlet skalar egyenletekkel igtielic.

Ma =0 Mgy, =0 Mc, =0

M,y =0 Mg, =0 M¢, =0

IVIAz:O MBz:O MCz:O

Ezek a skalar egyensulyi egyenletek azt fejezikhkigy az egyes nyomatékvektorok

koordinata-tengelyekkel parhuzamos komponense zétéisi.
A felirt 9 skalar egyenletth azonban csupan hat linearisan fliggetlen.

Valasszuk ki gy a tengelyeket, hogy a harom
- egy ponton atmen- tengely kozul ket a
masik két ponton is atmenjen. Felhasznélva azt
a tényt, hogy a tengelyre szamitott nyomaték
(skalar) nem flugg attél, hogy a tengely mely
__ pontjahoz tartozé nyomatékvektorbdl szami-
E Mca tottuk, kapjuk, hogy

2 M ag = Mga,

Mcg Mac =Mca,

Mgc =Mcg,

Vagyis a kilenc skalaregyenléllcsak hat a linearisan figgetlen. A fentieket &igyn-
be véve az egyensuly feltételeit a kovethkesppen is megfogalmazhatjuk:
Egyensulyi efrendszerdl beszélink akkor, ha egymastol linearisan fligge@eten-
gelyre szamitott nyomaték zérus.
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Az egymastol linearisan fliggetlen hat tengely megva
lasztasanak geometriai feltételei az alabbiak:
- haromnal tébb nem lehet egy sikban (2, 4, 6)
- haromnal tébb nem lehet parhuzamos (1, 3, 5)
- haromnal tébb nem mehet at egy ponton
- 0Otnél tobb nem illeszkedhet a tér egy egyenes
és a hatodik nem lehet parhuzamos ezzel
egyenessel.

=

Sikbeli feladatoknal az egyensuly feltételei a kkeedképpen alakulnak:
Tekintsuk az direndszer sikjanak az xy sikot.

A sikbeli etrendszer erei vektorkettsének ef tagja biztosan benne fekszik az xy
sikban.

igy az IfO =0 vektoregyenletnek csak két skalaregyenlet fqui;,nvagyist =0,

illetve >y, =0.
A vektorkettis nyomatéki tagja biztosan ndegges az xy sikra, vagyis z tengely iranyu.

igy az M, =0i +0j + M,k alakd, ami skalaregyenlettel felindd, = 0.
Sikban tehat csak harom skalaregyenlet van.

A térben megfogalmazott, harom pontra felirt nyarkaéktornak zérus volta a sikban
egyszeiisodik. Mivel sikbeli efrendszer csak a sikra mikrges tengely korul tud for-
gatni, ezért a vektoregyenletek skalaregyenletekiszefisodnek.

Az M, =0, Mg =0, M =0 egyenletek azt fejezik ki, hogy a megadott pontoko
atmerd, az ebrendszer sikjara méleges tengelyek korul a forgat6é hatas zérus.

A harom pont itt nem eshet egy egyenesre.

Y 4

A
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4.) Példak az eérendszerek témakaorkdl
1. példa

Hatarozzuk meg a térbeliG@endszer
k nyomatékat az origora!

[Fy|=80[N]
_ F, |F,|=60[N]
: ‘ [F3| = 40[N]

O
%n A téglatest élein hatdé & vektorat
abbdl a megfontolasbol tudjuk meg-
i hatarozni, hogy egy vektort az

4m = abszolutértéke és az iranya hataroz
Xy meg, vagyis

A fenti elvek alapjan
Z I?l =80
K F, =-60k
Fy =-40]
= Tekintsik az €k tAmadaspontjanak
a hatasvonalakban kijelolf;, T,
) v T, T; pontokat. A pontra szamitott
P j_ Y nyomaték
0 M=FxF ,
T, ahol I a pontbdl az értamadaspont-

jahoz huzott vektor. A tamadaspon-
tokba mutat6 vektorok tehét:

Fy F =5 +4] +0k
r, =5 +4]+3k
f; =5 +0j+3k

Az errendszernek az origora szamitott nyomatékat az
Mo =D F xF = xF +T, xF, + 3 xF; képlet szerint szamitjuk.
Az egyes vektorialis szorzdsok eredményeit az akddtierminansok adjak:

] kK
nxF =|5 4 0=i(0-0)-j(0-0)+k(0-320)=-320k
80 0 0
i ]k
nLxF,=|5 4 3 |=i(-240-0)- j(-300-0)+k(0-0)=-240 +300j
00 -6
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={(0+120)- j(0-0)+k(-200-0)=12d - 200k

Y

X

T

w

|
o o1
'b QO —
o w A

0

EzekkelM, =-120 +300] 520k .

A merev testre haté & a hatasvonalukban eltolhatok anélkil, hogy adegyakorolt
hatdsuk megvaltozna. Ezt kihasznélva a harom viéksoszorzat ketre csokkenthét

k

F, T

F3: 2 Az origora szamitott nyomatékot
= | = B a kovetke# ket vektori szorzas
o |F j_ Y o6sszegeként is megkaphatjuk:

@) I'_l X Fl =-32Ck
n
i /T
Fl

i k
x(ExF)=ls 4 3
0 -40 -6
=-120 +300j — 200k
M, = -120 +300j - 520k

i (-240+120)- j(-300-0)+k(-200-0) =

2. példa
Hatarozzuk meg a véazolt térbelibeznd-

szer nyomatékat az origordd(,), nyo-
matékat az ,A” pontra I@A), valamint

nyomatékat az ,A” ponton atménestat-
% I6ra, mint tengelyre | A;)!

/A M E =100[N]

EN R iy |Fal=400[N]
L0 ’ |F3| = 600[N]
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Hatarozzuk meg &sz06r a kijeldlt iranyokba mutato darektorokat. Azlf1 erd vektora-
nak meghatarozasanal az alabbiak szerint jarunk el:

@l

<

A masik két efvektor a koordinatarendszer egységvektorainak adaynutat, tehat
F, =400j F; =600k
A nyomatékszamitashoz rogzitsik adkeiamadaspontjat:

z F =5 +0j+4k
r, =0 +3] +0k

Az origora szamitott nyomatékot az alabbiak
szerint kapjuk:

LN £ Mo =6 xF 4% (F + )

X

A vektori szorzatok eredményeit a kovetkd®t determinans adja:

]k
nxF =5 0 4 |=7(0-240)- j(-400-0)+k(300-0)=-240 +400j +300k
0 -8

60
]k

Rx(FxF)=0 3 0 |=({t800-0)- j(0-0)+k(0-0)=180d
0 400 60
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Az origéra szamitott nyomatéld , =1560 +400j + 300k
Az edrendszer ereije: F =)' F, =0i +460j +520

A

Fs

X 1T

r
F AO

X X X

Az orig6hoz kétott eratlvektorketts tehat:F, és M.

Amennyiben ismerjik az éendszer nyomatékat a tér egy pontjara, valamirdred
erét, ugy ezek segitségével kdnnyedén meghatarozhatéalas pontokhoz tartozo
nyomatékvektorok.

Ma=Mq +FaoxFo = Mg Mo x> F

A Kijel6lt vektori szorzat érteke

]k
ToX D> F=[-5 -3 -4/ =i(-1560+1840 - j(-2600-0)+k(-2300-0)=
0 460 52

=280 +2600j — 230k
Az ,A" pontra szamitott nyomaték teh& , =1840 +3000j — 2000k

z A tengelyre szamitott nyomatékot gy kap-
/et juk meg, hogy a tengely egy pontjahoz tar-
" & toz6 nyomatékvektort megszorozzuk a ten-
vetulet S+ , , o Nt s
//{ gely egységvektoraval (tehat kiszamitjuk a
A

nyomatékvektor vetiletét a tengelyre).

\ Az & egységvektort a kovetkézéppen
allithatjuk eb:
fo o < Vor _ S +3i+4k 5344k

/ %= Voa| ~25+9+16 52
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A tengelyre szamitott nyomaték

10200_
5/2

M, =M, [& =[1840, 3000, - 200 (9200+ 9000-8000 =

5&

%\b% w%\m

2040
=5 - =1020/2 [Nm|

A szamitott vetllet értéke pozitiv. Ez azt jelehtigy a tengely felvett egységvektora-
val szembenézve a forgatdhatas az 6ramutato jaéasliantétes.

3. példa

7 F, Hatarozzuk meg a vazolt térbeli 6egndszer

E > nyomatékat az ,A” pontra!
V| My |Fy| = 200[N]
|F,|=100[N]
D F2 || = 400[N]
M, = 400[Nm]( xy sikkal parhuzamos lapon )
My = 700[Nm] ('yz sikkal parhuzamos lapon )

O
3%,\7 M, =100 +200j — 30k [N
X/ 4m ’

5m

Els6 Iépésként irjuk fel az &k és nyomatékok vektorat:

F, =200 +0j +0k F, =0i +0j -100k F, =0 +400j +0k

A nyomatékok vektordnak meghatarozasanal abbékketulni, hogy a nyomatékvek-
torral szembenézve a forgatdhatas az oramutatgpabellentétes kell, hogy legyen.

4} M, A nyomatékvektorok ennek szellemében a koveikkz
M; =0 +0j +40k

M, =10d +200j - 300k

M, =-700 +0j +0k

=D
\

» _ Ezekkel: _ Fs
> M; =-600 +200j +100k F F
7 A
F,
Az If2 evnek az ,A” pontra a nyomatéka zérus, hiszen atnaegy

ponton. Az ef karja zérus.
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Az F, és F; ek nyomatékat egy lépésben ki lehet szamitani, hiszéét enek
ugyanazon tamadaspontot jel6ltik Ki.

J

Kk

rx(F+F,)=|-3 -4 0/=i(0-0)-j(0-0)+k(~1200+800) = ~400k
200 400 0

Az ,A” pontra szamitott nyomaték tehat

M= M, +Yr xF =(-600 +200j +100k )+ (- 400k)=-600 +200] - 300k

4. feladat
Z 3
Hatarozza meg az @endszer nyomatékat az
= LA” pontral
. IF|=10J77|N]
/ |F,|=200[N]
Fy y |Fs|=300[N]
o
6m Eredmény:M , =960 +1740] +0k
X / 4m |E2
5. feladat
z
Hatarozza meg az @endszer
) nyomatékat az origora!
. Fs 3m  |F|=800[N]
——— |y [|FR/=900[N]
O C —
) /1 |F5| =200[N]
« Fy Eredmeény:
X om Mo =3000 -1200j —840Ck
6. feladat
7 Hatarozza meg a vazolt éeendszer
ered vektorketbsét az origora!
|F| =10V34[N] |F,|=10/98|N]
= 5sm  |Fs/=200[N]
° F, F y Eredmeny:
o ﬁ F_o =-60 +_120j +_10(k B
m Mg =—200 —300j +840k
X
8m
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7. feladat

Hatarozza meg az er&édrektor-
kettost az ,A” pontra Fa, M ),

F
2 valamint az ,A” ponton atmen
\ testatlora a nyomatekol\; )!
B " F)|=10V61[N]
—x 4m |F,| = 400[N]
_ E. _
& 3 y |F3 =10V41[N]
t.-7 0 Eredmények:
F, =60j —360k [N]
5m M , = -2000j —300k [Nm
X 6 m
M, = 13200 ~150428[Nm|
NZ
8. példa
z
Fs Hatérozzuk meg az erédrektorketbst az
g origora (F5, Mg)!
Hatarozzuk meg a centrélis_ egyenes egy
ﬁz | am pgntjat, illetve aderopart (@, M,)!
- |Fy| = 400[N]
1 Y |F|=10J41[N]
© Fs| = 200[N]
3m
X 5m

Az origbhoz tartozé vektorkéist az alabbi 4bra alapjan hatarozzuk meg:

F =

F, =

=0i -

400k
zqﬂ:of—sj—mz
v T J25+16
50] — 40k

F, =0i +200j +0k

nov41=

Fo =D F =0i +150j +360k [N]

Az F, ernek nincsen nyomatéka az ori-
gora,

az & karja zérus.

4m

3m

X 5m
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k
0 [=7(2000-0)- j(1200-0)+k(0-0)=2000d —1200]
40
] k
lLxF,=[0 5 4=i(0-800-j(0-0)+k(0-0)=-800
0 200 O

M =1200 -1200j + 0k [Nm|

A centrdlis egyenes egy pontjat kijédielyvektort az

a= F12 (Fo x M, ) Osszefliggés alapjan szamithatjuk.
0

= 0% +150° + 360° =152100

i j k
F,xM,=| 0 150 36Q=i(0+36001200 - j(0-36001200+ k(0-15001200 =
1200 -1200 O

= 432000 + 432000 —18000%k

Ezzel

g = 432000, 432000, 180000 _ oo, sosr 16k o],

15210( 15210( " 15210(

A féerépar - melynek vektora a centralis egyenesben fekgzarhuzamos a?o vek-
torral.

1200
M, =[0,150,360]| -1200| = ~180000 0
0

(F, M, )F, = -180000f0,150, 360 ] =
= 0 ~180000150j ~18000036Ck

— _ -~ 180000150- 180000360
M, =0 - j— k=
152100 152100

i —17752] — 42604k
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9. példa

Hatarozza meg az er@dektorketbst az
origéra (Fo, Mg)!

_ Hatdrozza meg a centralis egyenes egy
4m pontjat kijeléb helyvektort @) és a &-
= eropart (M,)!

AL Y |F=411/80(N]
|F,| = 400[N]
|F5| =200v80[N]

8m

6m

Eredmények: Fp, = -1200 +0] + 400k [N]
M = 4800 -6400] +1200%k [Nm]

a =257 ,16320 708 18+ 102] + 48Kk [m]
“16C 1607 16C

M1:115200r+0’ —3fg?0k 720 +0] - 240k [Nm|

QJ

16C
10. példa
z
|E3 Hatérozz_a meg az er@dsektorketést az
‘ origora (F5, Mg)!
Hatarozza meg a centralis egyenes egy
pontjat kije_lt')B helyvektort @), illetve a
_ féerdpart (M,)!
F, —
4m |Fy| = 200[N]
P Yo
L 3/ \Ez\ =100[N]
|F3 =300[N]
ﬁ// 4m
Eredmények:

Fo = —260 -300j +80k [N]

M =1520 - 240j + 240k [Nm]
528 -, 1840, 5184,

a=- I + k =-032 +112] + 316k |m
164¢ 164 T 164c 32 +112] + 316K ]

M, = 79040 91200 24320, _ 015 , 55617 ~14829K [N
164 164 164

<
I
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11. példa

Hatarozza meg &; tamadaspontlF,
erdkbol allé erendszer nyomatékat az
A ponton atmety V iranyvektorl egye-
nesre!

T[3 3 0|[m]

T,J0 3 3[m|

T[3 0 3|[m|

A3 3 3|[m]

F, =307 [N]

F, =40k [N]

F, =300 —40k [N]

Az erbrendszer nyomatékat a pontra az aldbbiak szerint szamithatjuk:

Z '\ /¢
__ //t
FZ /
L
T A/
y % 3m
y
Fs O 3%
Tl
=
X 3m 1
V=3 +6]+6k
"
nxF=0 0 -3=900
0 30 0
i ] k
r,xF,=|-3 0 0[=120j
0 0 4
i ]k
LxF=/0 -3 0 |=12d +90k
30 0 -4 _
_ _ I F;
M, =210 +120j + 90k
——1—3_+6‘T+6R—3‘+3]+3E X
v v9+36+36 3 3 3

M, =M, [& = 70+ 80+ 60 = 210[Nm]

12. példa

Z A /t//
ANS
/
//
pS T
/ Yy
o
I
Fl

Hatarozza meg az alabbiakban megadpttamadaspontokkal, illéeg I?I erokkel
jellemezhet erGrendszer nyomatékat a& ponton atmed, vV iranyvektord egyenesre

(M,)! T,(5 3 4) T,(3 3

4) T,(6 8 9)

F, =100 +200j + 200k [N], F, = 204 +400j +100k [N],

F; =-300] 100k [N]
A3 4 5)[m|
Eredmény:M, = 400[Nm]

V=6i+6]+3k
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13. példa
Hatarozzuk meg a vazolt sikbeli

y erérendszerrel egyenértékeg-
E. egyszeiibb ered ert szamitas-
3 sal! B
T,(-30) F=-4
Ty F, T,(-60) F,=1j
P T, T5(03)  Fp=-4i+3
1 x T.(31) F, =2 +2]
F T, T, O

Szamitsuk ki élszér az origohoz tartozé etedektorkettst (F5, Mg)!
Az ered e Fo =) F =—6i +6].
Az origéra szamitott nyomatékvektor biztosan étegges lesz az xy sikra, hiszen a

helyvektor is és aF vektor is benne van a sikban, a két vektor velsporzata pedig
merbleges mindkét vektorra. A nyomaték meghatarozaséaggik lehetséges modja:

Mo =D F xF , vagyis
r I?1 =0, mivel a két vektor parhuzamok, (e atmegy az origon)

]k ]k
r,xF,=-6 0 0=k(-6-0)=-6k LxF,=|0 3 0=k(0+12)=12k
O 1 0 -4 3 0
i ] k
RxF,=[3 1 0=k(6-2)=4k
2 2 0
Y4
AN Vagyis I\WO =10k , ami koordinata-rendszerben abrazolva az 6ra-
(W > % mutato jarasaval ellentétesen forgat.
M
S A sikbeli feladatoknal alkalmazhato
y egy masik modszer is a nyomaték
i = szamitasara.
y
Az 0sszes ének kiszamithatjuk a
) F, nyomatékat az origbn atm&na
|?3 g B sikra meéleges tengelyre. A szami-
3 F, * x Fax tas eredményét nem befolyasolja,
M4y‘(ﬁ§ ,\7“'_71 ha az ef helyett annak koordinata
If: e x tengelyekkel parhuzamos 06sszete-
1 Max M, véit hasznaljuk.
F, ednek nincs nyomatéka, hiszen
3 3 3 atmegy a tengelyen.

M, =6(m)(N) =6
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Mg, =3(m)L4(N) =12
Ifgy-nak a fent emlitett oknal fogva szintén nincs ngt¥ka.

M,, =3(N)2(m) =6

M, =I(m)2(N) = 2

Ha ebjelhelyesen 6sszeadjuk a nyomatékot, figyelembe vBugy az 6ramutatod jara-
saval ellentétes a pozitiv nyomaték, akkor

Mg =-6+12+6-2=+10Nm

Az ered szamitasat az alabbi dbran mutatjuk be:

y \l~ FO y ALC
N Foy
LA
B ~Fo Fox B
I:O FO A I:Oy Y
|f
N ° . \IB
MO\ X X 'fOx OG)[ X
X ‘5’%’
%
>

Helyettesitsuk aaVl 5 nyomatékot egy olyan &varral, amelynek étagja éppedlfo‘

nagysagu. Toljuk el az @vart olyan allasba, hogy kétéekiegyenlitse egymast. A va-
zolt elbrendszer erdije tehat egyetlen &r mely a centralis egyenesben hat.

A centralis egyenes és a koordinatatengelyek matsndia a kovetkézmegfontolasok
alapjan szamithato:

Az ef§ a sajat hatasvonalan eltolhatd. Tegyuk fel, hagy-g ef6 az A pontban he-

lyezkedik el. Bontsuk fel az & komponenseireK,, Foy). Az IfO ervnek az origora

szamitott nyomatéka megegyezik a komponefik erigéra szamitott nyomatékaval,
illetve az M 5 nyomatékkal.
Az Fqoy-nak az origéra szamitott nyomatéka zérus, hisZeat@vonala atmegy a pon-

ton, igy csak az, -nek lesz nyomatéka.

Fox [Y =Mg

amibol

Y:b :E_?
Fox 6 3

Az x tengellyel vald6 metszéspontot hasonlé gondoéatettel kapjuk, de itt 8 pont-
ban bontjuk fol az-5 erst.

Foy [X =M

amibsl

X :% :1_0_§
Foy 6 3
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14. példa

z
_ Az F, és F, ewkbsl all6 erendszer
F | centrélis egyenese melyik pontban dofi at
3 az xy sikot?
a p— p—
: FI= ] =[Fi =an
y A kocka élhossza = 20 cir
o) /
a
X L]
a P (Xo:Yo)

Els6 lépésként hatarozzuk meg az origbhoz kotottevedtorkettst.

Fo =37 +0j +3k Mo =|F| @l +|F;| @ =|F| @i + j)=60( +J)[Nen
74 centrali z
egyene
Fo
E _
© o) y 1 y
y I\WO « P (X0,Y0)

Az Fy, Mg ered vektorkettsbsl Iétrehozhaté a centralis egyenesben egy oliygn
M, erendszer, ahoF és M, parhuzamos. MiveFy és M; szabadon eltolhaté a
centralis egyenesben, ezért a kere@éﬁo,yo) pontban is igaz ez az allitas.

Ha kiszamitjuk aP(xO,yo) ponthoz tartozé erédvektorketbst, akkor azFy, Mp
vektorketbs biztosan parhuzamos egymassal, ezért

FoxMp =0.

A P pontban a nyomaték

Mp =Mg+TXxFy.

Ha a nyomatékvektort vektoridlisan szorozzukFaz esvektorral, akkor

Fo x (Mg +TxFy)=0, illetve

FoxMg =-Fq x(rx 'fo)

ahol T = —Xoi — Yo ] +0k

Hajtsuk végre a vektori szorzasokat:
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i ]k
FoxMg=|3 0 3/=i(0-180)- j(0-180)+k(180-0)=-180 +180j +180k

60 60 O
i i k

FxFo ==X Yo O:i_(_3yo_O)_JT(_3XO_O)+E(O+3VO):
3 0 3

= =3yl +3Xo] +3Yok

i ik
Fox(fxfo)=| 3 0 3|=7(0-9%)-j(9yo +9yo)+k(9% —0) =
-3Yo 3Xo 3Yo

= Ol —18yy] + 99Xk

Felirva a vektoregyenlet mindkét oldalat
-180 +180j +180k = 9x,i +18y, ] — 9%,k
Latjuk, hogy az egyefitég

Xo=—20 y,=10

értékkel teljesul.

A doféspont koordinatai tehat

Xo = —20cmés
Yo =10cm.
15. példa
y Hatarozzuk meg az origbhoz tarto-
_ z0 ered vektorketbst (Fo, Mg)!
Mp =400Nm : A .
M7 X Hol metszi az ereders hatasvona-
\Ip E. = 400N la az x és y tengelyeket?
b=
N Helyettesitsiik a megoszldsbatast
3m koncentralt efkkel:
X
p= 300N
2m I1mY m
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40C
ks .
N > _ _ -
40¢ Az ereds ers Fy, = 4007 +450]
3 Mg =—-400- 40003+ 600[—% —150E§
m 3 3
60C M, = -1600k
15¢ X

2

—m —m

3

y
y Y| R
45(C
-F, ,
= 40C
Fo 45C
4 -
JI\WO X X 40C
X
400lY =M, Y = 1600_
40C
450[X =Mg X:@: 356m
45C

16. példa
Hatarozzuk meg a térbeli haromrudas
bakallvanyra hato kényszebd&et!
T,(000)
T,(4,00)
T,(080)
T,(248)
F =100 + 200j + 200k
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A vazolt bakallvany csak csukloin kap terheléséreaz egyes rudak csak rudiranyu
terhelést kapnak. A feladat megoldasa kétféleképgtaatséges.

a) Bontsuk fel az F ét harom olyan komponensre, amelyek kilon-kilondakuira-
nyaba néznek.

-F; — kényszerers

-F, — kényszerers

Az adott rud iranyaba éi6t teljes egészében a rud
veszi fel. EbBI az ebdél a csomoponthoz kapcsolodo
mas rudak nem kapnak igénybevételt.

A rad egyensulyabdl lathatd, hogy az egyensuly fenn _
tartasahoz a rud végein két azonos nagysagu, etaeel| _ Vi
tes iranyu afnek kell ébrednie. Ha tehat ismerjik a Va y
terheb erd radiranyd komponenseit, a kényszékers
konnyedén meghatarozhatdak.

A rudak iranyat az abran jel6lt vektorokkal adhlatju
meg. Az egyes vektorok tehat

V, =2 +4]+8k v, =-2 +4] +8k V, =2 4] +8k

A felbontott e6 komponensei az @b meghatarozott vektoroktol csak egy skalar
szamban térnek el, igy

=AV Fz = AV, 'fs =AV3
alakban irhatok fel.
A felbontés a kovetkézegyenlettel irhato le:

F=FR+F+F =AW + AV, + A0,

Szorozzuk meg a vektoregyenletet jobl:(@ ><\73) vektorral skalarisan.

F v, xV3) = A (V, XV3) + A5V, (V, X V) + Ag¥5(V, ¥ V)

A fenti vektoregyenlet utolsé két tagja zérus. Ezcaetkeskbsl adddik: a (v, xV,)
egy olyan vektort ad, amely nééeges av,-re és avs-ra is. Ha av, vektort skalarisan
megszorozzuk egy ra migeges (V, xV;) vektorral, az eredmény zérus. Hasonlé az
eset av; vektorral is.

Ezzel

F [@2 XV3) = Ay (V, X V).
Az F (\72 ><\73) es a\71(\72 ><\73) vegyesszorzat eredménye skalar, igy irhatd, hogy
F V,Vs

A=—=,
ViVoV3
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Az el6z6 gondolatmenethez hasonldéan belathatd, hogy
Ay = @ és  A3= @
ViVaVs3 ViVaVs
A A értékeinek meghatarozasa az alabbi determinanispirkitasaval lehetséges:
2 4
VV.Vs =|-2 4 8=2(32+32)-4(-16-16)+8(8-8) = 256
2 -4
100 200 20
FV;=[-2 4 8 |=100(32+32)-200-16-16)+2008-8) =12800
2 -4 8
100 200 200
Fv,=| 2 -4 8 |=100-32-32)-20016-16)+2008+8)=-3200
2 4 8
100 200 20(¢
Fu,=l2 4 8/|=10032-32)-20016+16)+2008+8)=-3200
-2 4 8

) = 128002 50 A, = —32002 _125 z
25¢€
-3200
Ay =——=-125
5 256 :
A felbontas soran nyert&omponensek

F, = AV, =100 + 200j + 400k T, T, Y

F, = AV, = 25 -50j -100k
F, = AV, = -25 +50] -100k T,

X

Az egyes pontokban fellépeakcidebk tehat
T, pontban -F =-100 —200j - 400k

T, pontban -F, =-25 +50j +100k

T, pontban - F, =25 —50j +100k

Az F V3, vegyesszorza¥,F V, alakban, mig aF Vv, vegyesszorzatV,F alak-

ban is felirhato.

A fenti atalakitast figyelembe véve/h skalar szam kiszamitasahoz hasznalt tort szam-

lalojaban talalhato determinanst agy kapjuk, hogy,aV; vegyesszorzat determinan-

sanak i-edik tagjat kicseréljik & ersvel.

FV,V. V,FV ViV, F

Al — __2_3 /]2 — _l_ _3 /]3 —_"1Y2

ViVoV3 ViVoV3 ViVoV3

-56 -



b) Egyensulyozzuk ki aF et az egyes rudak iranyaban hatélkéel, vagyis
F+ AV + A0, + Av; =0
A szamitast az ét6ekhez teljesen hasonléan végezhetjik el, azonbamsa kapott
A értékek al, értékeknek (-1)-szeresei lesznek.

Vagyis a/li*\_/i szorzatok rogton a kényszeiket adjak.

AV =100 - 200j — 400k

17. példa
V4 \lf
\4 Hatarozzuk meg aF,, Fg, Fc kény-
szerebket!
5 F =30 +60] - 40k
cJy Y
A 8“2

P A
v 4

Az egyensulyt leird vektoregyenlet: Ve

A vektorok

V, =00 +4]+5k
Vg =0 +0] +5k
Ve =21 +0] +5k

VaVgVc VaVgeVc VaVeVc
0 4

|
B
<|
<
(@]
I
|
o
o
o1
I
—
|
o
2
o
|
=
=
I
|
o
o
S
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= -[- 4(150+80) +5(0-120)] =1520

2 0 5
0 4 5
~V,VgF=-{0 0 5 |=-[30(20-0)]=-600
30 60 -4
AlziOO:—J_S /]2:@:38 AS:iOO:—]_S
40 40 40

Fg =A,Vg =00 +0] +19Ck
Fo =AVe =-30 +0] — 75k

G;/ A négyzet alakl, Vvizszintes helyizet

G =240(CN sulya betonlapot a két sarokpont-
A
/|

jahoz és az oldalél kbzepéhez rogzitett kotelek-
/ \ 3m kel emeljuk.

18. feladat

Hatarozza meg a kotétde nagysagat!
/ \

\ A merev testre hato ék:
/ LT F, =-200 +200] + 600k

/ =200 - 200j + 600k

=400 +0] +120

Fe
\ _
/ G Fe
A v 2m

2m

F,
19. feladat

Hatarozzuk meg a vazolt hat radbdl
allé szerkezet radait!

S,
F, =100 +200j + 400k
F, =200 -200j + 200k

X

5m

Vélasszuk szét gondoltban a két 3 rudas bakallva#myts,, S,, S; rudakbdl allo szer-

kezet a kdzos csuklopontban barmilyen iranyit kaphat, hiszen statikailag hatarozott
megtamasztasokkal rendelkezik.
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S,

Az S S5 S
rudakbél allé szer-
kezet a kbozbs
pontban hat6 alta-
lanos irdnyu €f
hatasara labilis,
hiszen azS, ruad

vége nincs meg-
tamasztva. Egyen-

sulyi allapot ugy kovetkezhet be, hogy & rud végét hozzakotjik az élbakall-
vanyhoz. Ez azt jelenti, hogy &, rddban ébretiers terheli az el§ bakallvanyt is.

A szamitast tehat ad,, S;, S5 rudakbol all6 bakallvanynal kell kezdenink. A
radban ébredlers plusz terhelést jelent &3, S,, S; bakallvanynak.

A feladat megoldasahoz hatarozzuk megledat a rudak vektorait.

v, =0l +0j +3k
v, =0 —5] +3k
V=4 +0] +3k
v, =0 +5] +0k
Vs =00 +0] +3k
Vg =4 +0] +0k

Bontsuk fel azF, et S, S5, Sy irdnyl dsszeteskre.
FL = AV, + AV + AgVg.
Az egyesA értékeket az aldbbiak szerint szamithatjuk:

— IE1\_/5\76 — \_/4 I?:L\_/G
/]4 - __ /]5 - _ _
V VsV V VsV
05
Vs =0 0 3=-5(0-12)=60
4 0
100 200 40C
FVeVg=/0O 0 3
4 0 0
0 5 0
V,FVs =[100 200 400
4 0 0
0 5 0
V:F,=[0 0 3
100 200 40C

VaVsFy

Ag =
V VeV

= -3(0-800) = 2400

=-5(0-1600 = 8000

=-5(0-300)=1500
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_ 2400_ _8000_ 800 ). = 1500_150
‘760 60 6 ° 60 6
S, = AV, =00 +200j +0k huazott
S = AV =00 +0] +400k hazott
S =AeVs =100 +0j +0k huzott

A

Az S, rad egyensulyat megvizsgélva
20C 20C megallapithatjuk, hogy a%,, S,, S;

> &
» <

v

20C bakallvany azS, radbdl egy200j vek-
tora plusz terhelést kap.
Ezzel azS, S,, S; rudakbdl all6 bak-
allvany terhelése

F, =F, +200] =200 +0j +200k értéki lesz.

Az S, S,, S; bakallvanynal irjuk fel az egyensulyi egyenletetyyis
F, + AV + AV, + AV = 0.

'?2*\72\73 \71|?2*\73 ViV '?2*
Alz_T /]2:_? /13:‘?
VVoVs VVoVs VVoVs
0O 0 .
V¥V, =[0 -5 3=3(0+20)=60 B
4 0 F,o o4
200 0 20 20C

F,V,v;=| 0 -5 3 |=-5(600-800)=1000

4 0 3 Z‘y /éoc

0 0 3

V,F,V;=[200 0 20Q=0 S
4 0 3
0O 0 3

vV,F, =| 0 -5 3|=3(0+1000=3000 X [ 50
200 0 20

A=-100_ 190 c0 4= 5

60 6 60

S =AY, =0 +0j -50k hazott

S, = AV, =0i +0j +0k vakrid

S, =Av; =-200 +0j -15k  hazott
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20. feladat

Hatarozza meg a kényszédiieet! z ‘ y E

F =100 +200j + 300k s,

eredmények: D S 3m
A =00 +300j +0k 4C 3

B = -400 +0j - 300k S g B y

C =-100 +0j +0k

— L S, A

D =01 —500j + 0k

_ _ X 4m
A =400 +0j +0k | 5m

21. feladat
Z //
s ¢y , ,
S/ S Hatarozza meg a kenygzéﬂeet!
/g‘l & S El =100 +100j + 2oc1<_
D S, F, =200 -200j + 30
_ 3m
F, eredmeények:
A Se ~~ Sl A=0i +0j - 20(]5
) B PZERN B =0i +0j -300
Y Bl C =-360 +100j + 0k
X -
N = % D =60 +0j +0k
22. példa
z| /F
Egy sulytalan, végtelen merev lapot a térben
megtamasztunk hat raddal ugy, hogy a merev
S test barmilyen terhelése mellett a szerkezet
stabil marad.
S, S |5m Hatarozzuk meg a rudéet!
F =100 +100j +100k
S
=1 y
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A térbeli ebrendszer egyensulyi feltételeit harom kilonbamdon fogalmaztuk meg.
LS F=06sYM=0
. > M,=0, > Mg=0és) M =0.
lll. Egymastal linearisan fliggetlen hat tengelyebrf nyomaték zérus.

Nézzuk meg, hogy az egyes egyensulyi feltételelmlizasaval hogyan oldhaté meg a
feladat.

I. Vizsgaljuk a merev testre hat@ket. A rudakban - mivel
azok csak csukléikon terheltek - rudiranywkekeletkez-
nek. Ezeket az &ket a rudiranya vektoroknakA -
szorosaiként irhatjuk fel.

S, = A, = Ay (-4 +0f +5k)
S, = AV, = A, (07 +07 +5k)
S, = Agv; = Ay (47 - 3] +5k)
S, = AV, = A, (07 -3 +5k)
S, = AgVs = A5 (~ 47 +0] +5k)
S = Ag¥ = Aq (07 +0 +5k)

A > F =0 vagyis, F+S +S,+5;+5, +S+S; =0 vektoregyenleti , j, k
egységvektorokhoz tartoz6 egyitthatoi kulon-kilérus értekek.

(1) —44, +04, + 445 + 04, — 445 + 045 +100=0 B

(2) 04, +0A, =34, -3, + 045 + 045 +100=0 F

(3) 54; +54, +5453 +54, + 545 +545 +100=0 A r,

A D> M =0 egyensulyi egyenlet szerint a tér barmely f,
pontjara felirt nyomaték zérus.

Valasszuk ki azF e tAmadaspontjat annak a pontn \ 55/ S
S3

amelyre felirjuk az &k nyomatékat. Vegyik figyelembe
hogy erre a pontra a8, S,, S, és F ewknek zérus a
nyomatéka, hiszen hatasvonaluk atmegy a kivalagzoot:
ton.

Ennek megfelélen

ZI\W:leg+F2><(§5+§6):O

P j k
nxS={4 0 0=
4A3 _3/]3 5A3

=7(0-0)-j(204, -0)+k(-124;, -0) =
=0 —204;] -124k

P k
Rx(§+S)=| 0 3 0 |=i{5A, +154, -0)- j(0-0)+k(0+124,)
—4), 0 (5, +54,
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DM = (1545 +154g ) —2045] + (1245 —12), )k =0 +0j +0k
A skalaregyenletek:

(4) 1545 +1545 =0

(5) —204; =0

(6) 124 -124; =0

Az (5) egyenletsl A3 =0

A (6) egyenletbl A5 =0

A (4) egyenletbl A =0

A (2) egyenletbl Ay = 100

Az (1) és (3) egyenletek az eddig kiszamitdttértékek behelyettesitésével az alabbi
alakokat veszik fel:

(1) -4, +100=0, amitsl A, = 1720: 25

(3) 5%%5/12 +51—g°+1oo:o
__940

2712

A rudek rendre

S, =-100 +0j +125 /‘" _/

_ . 5[040- =
=0 +0] -~k /

=2 Y A ts, v

S, =0 +0j +0k

5, :0i‘—1001+5_g012

L

S, =0i +0j +0k

S, =0 +0] +0k

Ellenérzésképpen adjuk 6ssze a lemezre hatketr
> F =00 +0j +0k

[I. Valasszunk ki harom, nem egy egyenestepestot.
Az A pontra szamitott nyomatékot az=i pont-

A c ban szamoltuk. AB pontra S;, S,, S; ewknek
zérus a nyomatéka, mivel atmennek a pontorlC A
pontra nincs nyomatéka & és S5 eroknek.

A kévetkedkben kiszamitjuk aM g és M nyo-
matékokat.
y Mg :\72XS‘5+\71X(51+32+'E):O
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]k
,x§= 0 0 5|=

—4)s 0 54
=7(0-0)- j(0+204;)+k(0-0)=0i — 2045 ] +0k
i j k
wx(§+5+F)=| o -3 5 |=

(-44,+100) 100 51, +51, +10

=i(~151, -154, —300-500) - j(0+ 204, —500) + k (0-124, +300)
A skalaregyenletek:

~154, -151, -800=0

— 2045 - 20, +500=0

~124, +300=0
v > M =V, x5+, x(§ +§,+§, +F)=0
[ M ¢
S/“ §4 |_ J_ R

=i(0-1513)- j(0+204;)+k(0-0) =

'\83 = —15),7 - 204,] + 0k
y

i j k

Wx(§+5,+5,+F)=| 0 -3 0
(-44,+100) (-34,+100) (54, +54, +54, +100

= -3(5, +5A, + 54, +100) - (-4, +100)k|=

=(-154, =151, =151, —300) +(-121, +300)k

Az A ponthoz tartoz6 3 skalaregyenlet:
(1) 1545 +1544 =0

(2) -204; =0

(3)124; -124; =0

A B ponthoz tartozé 3 skalaregyenlet:
(4) —154, =154, -800=0
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(5) —204; — 204, +500=0

(6) —124, +300=0

A C ponthoz tartozé 3 skalaregyenlet:
(7) -154; =154, =151, -300=0
8)0=0

(9) —124, +300=0

A@2)bsl  A;=0
A@3)bol A =0
Az (1)- Ay =0

A (6), (9) vagy (5) egyenletth A= i—on =25
-1175
A (4)-bal Ay =———
4) AT
500
A (7)-bdl Ay =——
(7) T

A radeibk rendre

S, =-10d +0j +12%

[ll. Keressunk hat linearisan fluggetlen tengelyt ésnfizak ki rajuk az drendszer

A tengelyek megvélasztdsanal két fontos szempon-

olyan tengelyt valasszunk, melyen sokresk

a hatadsvonala atmegy, mert igy ezeknek a
nyomatéka zérus.

a tengelyre konny legyen kiszamolni a nyo-

§2 ~ 0 +0] - 5[1175E
S, =0 +0j +0k
§4 —oi— 150017 N ZSOOE
15 15
S, =0i +0j +0k
S =0i +0j +0k
nyomatékat.
F tot tartsunk szem étt:
ty R
. 832“ / ) §4 / A
SBy 85 SG .
‘ {
/ matékot
Six

A kijelslt ( t3 ) tengelyre nincs nyomatéka &,
S,,S,, S, S, F emknek, mert hatasvonaluk
atmegy a tengelyen.

Bontsuk fel azS, radett komponenseire. AS;,

hatdsvonala 4tmegy a tengelyen, 5@ hatasvo-
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nala parhuzamos & tengellyel, igy ezek nyomatéka szintén zérus.%g-nek van
nyomatéka &5 tengelyre, de az egyensuly miatt ennek is zérukekkennie:

S;,[4=0

ami csak ugy teljesulhet, Ha;, =0.
Ha az efnek ez a komponense zérus, akkor maga @isezérus, tehat as; rudban

nem ébred &

t

S/‘

Se

A tg tengelyre nincs nyomatéka &, S,, S,, F, S;, Ss-nek.
Az S6 eBnek van nyomatéka a kijelolt tengelyre. Az egyens(
miatt azonban ennek zérus éftékk kell lenni

S, [3=0
S =0

Az S rudban tehat nem ébredser

5,

A kijelolt tengelyre (§) nincs nyomatéka

az S, S,, S,, F ewknek, mert hatasvonaluk at-
megy a tengelyen;

S;-nak, mert értéke zérus;

§6 -nak, mert hatasvonala parhuzamos a tengellyel,

§52-nek, mert hatasvonala ugyszintén parhuzamos a
tengellyel.

S, nyomatéka a tengelyr§,, [0 Bnnek a nyomaté-

ka az egyensuly miatt zérus éfigkzértS;, =0

Mivel az et egyik komponense zérus, igy maga az

ers is zéerus érték

S =0 _
Vagyis az S5 rdadban nem ébredF

3/‘“

ts l

ero.

A t, tengelyre nincs nyomate- ka
. S, S;-nak, mert értéke zérus;
: §2-nek, mert hatdsvonala atmegy a tengelyen;

., S,,-nek, mert hatasvonala atmegy a tengelyen;

| T 01

F, -nek, mert hatasvonala parhuzamos a tengellyel.

igy Syy [5-F,[5=0

vagyis S, = F, =100

Az §4X meghatarozasa a hasonlé haromszdégek alapjan
lehetséges.
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A geometriai haromszog hasonlé a#-er
haromszdghdz, vagyis

Ezzel S, =-100j +%)IZ 5m X
A t; tengelyre nincs nyomatéka Siz X
S, S, S;-nak, mert értéke zérus; ~*§4y ! 100

S,, S,-nek, mert hatasvonala atmegy a
tengelyen;

3m

S;. Ifz-nek, mert hatasvonala atmegy a tengely@pfnak, mert hatasvonala parhu-

zamos a tengellyel.
igy, F,[5-S,,[5=0

S =F, =100
A Z
F,
E I% 5m B .
X — Fy S _
T\ S,
— § e
S yye 5, =100
A hasonlo haromszdgek alapjan
t, Sz _3 t
1 - .
S.I.X 4 I:Z
S —§Sl =125 t
/ 1 P Su| /"Su
S, =-100 +125% _ >
: ; F _F
A t, tengelyre nincs nyomatéka X/ I\ 5, y
S;, S., S;-nak, mert értéke zérus;
§4-nek, mert hatasvonala atmegy a tengelyen;
Ifx, §lx-nek, mert hatasvonala parhuzamos a tengely-
lyel.
gy, S,[3+S,,[3+F,[3+F,[5=0 L

S,13=~(S, [3+F,[3+F, [5)
S, [3=—(125[3+100[3+100(5) = -1175

_ 1175
> = 3
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A radeik tehat rendre:

S, =-100 +0j +125% §4:OT—1OO]+¥E

& _neonr 1175 - )
> =00l S, =07 +0] +0k
S; =0 +0j +0k Ss =0i +0j +0k

A feladat megoldasa - torténjen az barmelyik modszerint - ugyanarra az eredmeény-
re vezet.

23. példa z

Egy 2 m vastagsagu végtelen merev F, =10000N
testet hat raddal megtamasztunk.

Hatarozzuk meg a rudiket és aD
pontban ébretlkényszergit! R

F, =3000N |

E
1000(
S
i S >
S Sy /D
t, A B
x %
3m

100003-S,[3=0 v
S, =10000
S, =0i +0j +1000%k 5,

5=0
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1000(

S,, [3-300004+10000:3=0

S,, =—6000

S, = —4500

S, =10000

S, =-4500 +0] - 6000k

S, =10000

S, =0i +0j +1000(

- 069 -

/// 832 3

S, =10000

300C |~
Six
t3
4m o
S3
S;
3m X
\,7777,,,,,§;; ,,,,,,,
100003+S,,[3=0
Sy S,, =—-10000



4m

3m

450003~ S;, [3=0
S, = 4500

Ennek kovetkezében adédik
85y =4500

S., =6000
S, =4500 +4500] + 600k

A rudeiék:

S, =0 +0j +1000k

S, =0i - 7500] -1000

S, =-4500 +0j - 600k

S, =0i +0j +1000k

S, =4500 +4500] + 600k

S =0i +0j +0k

A merev testre a rud&on kivil
meég hat az~, ésF, e is.

F, =0i +0j -1000&k

F, =0i +3000j + 0k

A merev testre hatd dssze$ ered-
je zérus.

> F =0i +0j +0k

D kényszeref
D =S, =4500 +4500j +600&k

S,y = 7500
S, =0i —7500] -1000k

1
N
a1
o
o

Sax

S

=-4500 - 4500] - 6000k
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24. feladat

Egy végtelen merev testet 6

YA raddal tamasztanak meg az
abran lathaté modon. A testre

v F, e hat. Hatarozza meg a
rudeket!

S, =00 +0j + 400k
S, =-200 +0j +0k
S, =0i +400j +0k
S, =0 +400j +0k
S, =0i —-800j +0k
S =0 +0j — 20k

25. feladat z

Egy zérus vastagségq Vég- 50C N

A )

e S s,
N\ y

Eredmény: 3m
A =400 +500] - 300k 4 m

P B
X/ 5m
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l1l.) Igénybevétel

Tételezzik fel, hogy az abran vazolt testet
tamadd efk (melyek lehetnek terhelések

eés kényszerék egyarant) egyensulyban

vannak.

Valasszuk ketté a testet a sulyvonalanak
barmely pontjan atmeén az adott pontban

a sulyvonalra meéteges sikkal.

Ekkor az egyensuly megbomlik.

Az egyensuly helyreallitasakor az elvagas
helyén a keresztmetszet sulypontjabair m
kodtetni kell egyF efSvektort és egyM
nyomatékvektort.

Egy rud tetséleges keresztmetszetének
igénybevételén a rajta atadodosteatést
ertjuk. Ez egy fellileten megoszl&eend-
szer, melynek eloszlaséat a statika modsze-
reivel nem tudjuk kovetni, de az eftigét
meghatarozhatjuk.

A megallapodas alapjan egy keresztmetszet
igénybevételén az €lgl.) testbl a maso-
dik (I1.) testre atadodo énatast ertjuk. Ez
pontosan megegyezik az &lsestre hato
erérendszernek a keresztmetszet sulypont-
jaba redukalt vektorketsével.

=YW+ Y F
-F=YF
Altalanos esetben ez a vektorket{F, M) felbonthat6 hat komponenste.

€4

n = a kivalasztott keresztmetszet normalisa.

A hat komponensi négy beleesik a keresztmetszet sikjabagketdig mebleges ra.
Ezek a komponensek az alabbi igénybevételekettjelen

-72-



F. (N) normaleé M, (M¢g csavaré nyomaték
F, (V) nyirées M (Mp) hajlité nyomaték
F., (V) nyiréet M., (Mp) hajlito nyomaté

Ha a keresztmetszetet egyiilepg csak egyetlen &rvagy nyomatékkomponens terheli,
akkor egyszér igénybevételil beszélink. Ha tdbb komponens Iép fel, akkor dstize
az igénybevétel.
Hogy szemléletes képet kapjunk az egyes kereszeteks igénybevételér, a hely
fuggvéenyében abrazoljuk a keresztmetszetet @rhetmaleét, nyiréebt, hajlitdé és
csavaré nyomatékot. Az igénybevételi abrak meglagémal mindig kdvetni kell a ko-
vetkez — megéallapodas alapjan hozott — szabalyokat.
200N - Kijel6ljuk a haladési iranyt.

- A nyomatéki metszékeket
! mindig a huzott oldalra raj-
“— 20N zoljuk. Ez azt jelenti, hogy a
2m 3m balrél sz&mitott nyomaték
akkor pozitiv (+), ha a nyo-
maték az oramutatd jarasaval
megegyeéden forgat. A jobb-
— <+— 20N rol szamitott nyomaték akkor
60N pozitiv, ha az éramutato jara-
saval ellentétesen forgat.

A

40N

A
\4
A
\ 4

200N

'y

40N ‘
500N

eleje vége

aladasi irany —
\__}_/

M — ..ﬁ;ﬂWWWﬂﬂWM - A nyirées abran balrdl in-

+ dulva a folfelé mutato irany a
o+ f ] 200 D o oy WO
i, 300 amely a pozitiv nyomatékot
hozza létre.

(I % - A normaled abran a huzas
ST pozitiv eBjelii, mig a nyomas
negativ. Pozitivnak tekintjik

a normaleft, ha balrél szamitott eréer6 a vizsgalt keresztmetszéttkifelé mutat.

l

v+

N
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Tort tengelyh tartoknal az egyenes tartonal alkalmazotjetdzabaly a mérvado, de
megfeleben elforgatva.

D

C

— b C —
il = =
2 = =
) = =
QT = =
o = =
+ 4|0 1 H+ o+
= > P A B = >
1.) Koncentralt erékel terhelt tarto
1000N 2000N
/£ g_—lOON
2m 5m . 3m
1000N 2000N
100N > <«—100N
1400N 1600N
M +
2800NmM
4800Nm
14OON‘ '1000N
v * 1 : ‘
2000N 1600N
+
N~ §IIII I, gy
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eleje 4
] vége c
M _ " [T
+
vV +
N T

Elst lépésként meghataroz-
zuk a Kkényszeréket, az
egyensulyi egyenletek alap-
jan.

Alkalmazzuk az €lzéekben
magadott dljelszabalyt.
Figyelembe vesszik a kon-
centrélt ebkkel terhelt tartd
nyomatéki abrajanak alabbi
tulajdonsagait:

- Szabad végen (a rud
végein), ha nincs kon-
centralt nyomaték, ak-
kor a hajlitd nyomatéek
értéke zeérus.

- Két e kdzott a flugg-
vény linearis. Ezért elég
a fuggvény két vég-
pontjan |év értékeket

meghatarozni.

- Az e hatasvonalanal a
fluggvénynek torése
van.



2.) Koncentralt nyomatékkal terhelt tarté

1000Nm 2000NmM
™ N\

_é v’ v’ t_
2m U 5m R 3m ‘
1000Nm 2000NmM

N\ N\
‘_/ ‘_/
300N Y 300N
! 1100Nm
600Nm
M il
+ 400Nm
900Nm
+
V = -
300N 300N
+
N =

WP 5
A
B 2 2
F =pll
4| a=p=P1 k
2
M - A D B

 XP

[T

X

A

b4

M(x)
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A koncentralt nyomatékkal terhelt
tartonal, ahol a koncentralt nyoma-
ték hat, ott a nyomatéki figgvény-
ben — az ott hatdé nyomaték értéké-
nek megfelglen — ugras van.
A fliggvény pontjai rendre (az él
jelszabaly figyelembevételével):
-300[2 =-600
-30002+1000= +400
-30007+1000=-1100
—-300[7 +1000+ 2000= +900
—300[10+1000+ 2000=0
Az egyes dathatasok kozotti szaka-
szokon a flggvény tovabbra is linea-
ris.

Megoszl6 efvel terhelt tartd
esetén a megoszloseendszert
helyettesithetjik egy koncent-
ralt evel, amely a megoszlo
erérendszer ergije.
Meghatarozzuk a kényszeber
ket.

Megrajzoljuk a nyomatéki ab-
rat a koncentralt ékre.
Egyenletesen megoszI6 terhelés
esetén, ahol a nyomatéki fugg-

vényt az aldbbi  képlet
_pl B
M(X) =— - pX
) == PIXE
hatarozza meg, a kovetkez

modon rajzolhatjuk meg a ma-
sodfoku fuggvenyt.



- Meghatarozzuk azt a haromszéget, amelynek segitsiegeegrajzoljuk a
parabolat. (ABC haromszdg)
- A parabola megrajzolasahoz harom pontra és haramdier van szuksé-
gunk. Ezek rendre a kovetkidz
- A pont AC egyenes, mint érifit
- B pont BC egyenes, mint érint
- E pont és az E pontban, az AB egyenesekkel parmsanns.
Az E pontot az alabbiak szerint kapjuk:
- A C ponton at parhuzamost hdzunk a megoszibeadszer in-
tenzitasaval
- Ez az egyenes az AB egyenest a D pontban metszi
- A CD tavolsagot megfelezzik

A nyiréei6 abrat ebsz6r megrajzoljuk a koncentraltégre. Azon a szakaszon, ahol a
megoszlé direndszer talalhatdo a szakasz elején és végén kapiotie értékeket
egyetlen egyenessel kotjiuk dssze, hiszen ezenkaszm a nyirdér fliggvényt az
alabbi képlet irja le:

V(x)='°7“—p5<

F=1500N Az olyan esetekben, amikor a megoszlo terhelés
tartomanyaban 8k vagy nyomatékok vannak, az

igénybevételi abrak megrajzolasahoz a megoszlo
S00Nm lleOOON/m SOONT terhelés nem helyettesittieegyetlen koncentralt
C > A B v ersvel!
2 3 2 1515
< > < > < >—> <> A:2200N
B=7300N

A megoszIl6 aF tartoményat ugy kell szakaszokra bontani, hogge@#es szakaszokon
belll a megoszlo terhelés tisztan hasson. Enneketegen az abran a megoszI6 terhe-
lést 4 részre bontottuk.
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3000N 1500N 2000N 1500N 1500N

500Nm 500Nm
( N\
1 J
>
v A B
2 1,5 1,5 1 1 10,75 0,75 0,75 075
4000Nm
\ 1750Nm
: \ 1125Nm
J00Nm e\ _625Nm
-] _500Nm \ _
M n /
1600Nm /
3300Nm
3000N
2200N
A
+ Tm‘rx Hﬂﬂ”
V _ ‘W
800N+
2300N ||
| 4300N

4.) Masodfoku fuggveény rajzolasa

Jelen esetben ismertnek tételezzik fel az
A,B,C pontokat, valamint az egyes pontokat
O0sszekdt egyeneseket.

A megoszlé girendszer intenzitdsa a rajz-
nak megfelal.

1. B ponton keresztll parhuzamost hu-
zunk az intenzitas iranyaval,
2. BD tavolsag felezésével kapjuk meg
az E pontot,
3. E pontban AC egyenessel parhuza-
most huzunk.
Ezzel megkapjuk a parabola 3 pontjat és az
erintojét.
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Tovabbi pontok szerkesztése
1. AC szakaszon kijel6dliink egy pontot H
2. H ponton keresztil parhuzamost hizunk a BC illéBeegyenesekkel
3. kijel6ljuk a J és K pontokat. A JK egyenest megrhik
4. H ponton keresztil parhuzamost hizunk a DB szalbssz
5. Megkapjuk az L pontot

Az L pont valamint a JK egyenes adja a parabolbhiontjat, valamint a hozza tarto-
26 érintt.

5.) Osszefiiggés a hajlitonyomatéki és nyirégfiiggvények kozott

Vizsgaljuk meg a dx hosszusagu elemi tartdda-
T 0 rab egyensulyat.

| | Irjuk fel az S (keresztmetszet sulypontja) pont-

_@_ —-4> ra a nyomatékokat

-M +Vdx+ pdedZ—X+(M +dM) =0

A

Tp pdedZ—X =0 (kis szamokrol |évén sz0)

TG i 1 Do Vdx+dM =0

dM = -Vdx

1 V+dV

illetve a _ -V

dx
Ez az 6sszefluggés azt fejezi ki, hogy a hajlitoratéki fliggvény x szerinti edsdiffe-
rencialhdnyadosa a nyirdefiiggvény. EbBl az is kdvetkezik, hogy ahol a nyiréer
flggvény zérus értdék ott a nyomatéki filggvenynek helyi sz@sgéke van.

A faggoleges ek egyensulyat a

V + pdx—(V +dV) =0
egyenlet irja le, amid

pdx-dV =0
illetve av =p
dx

Vagyis a nyiroes fuggvény differenciadlhanyadosa megegyezik a térhetgoszI6 &
rendszer adott pontbeli intenzitdsaval. EZgldz 6sszefliggéseébaz alabbi, a gyakor-
latban hasznalatos kovetkeztetések vonhatok le:

1. Mivel a levezetéseknél, a vizsgalt szakaszokon s@gderhelést vettink figye-
lembe, ezért az eredmények érvényessége csak sigdaszokra vonatkozik,
ahol nem lép fel koncentralt éer vagy nyomaték.
Masképpen fogalmazva az Osszeflggések csak koakeaithatasok (eik,
nyomatékok) kozotti szakaszokon érvényesek.

2. A hajlitbnyomatéki fuggvény x szerinti élslifferencialhdnyadosa a nyirder
fuggveny. EbBI két dolog kovetkezik:

- Ahol a nyiréeé fuggvény zérus eérték ott a nyomatéki fliiggvénynek helyi
szél$ertéke van.
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- Avizsgalt szakaszon a nyomateéki fliggveny éertékéddiozasa az ugyanah-
hoz a szakaszhoz tartoz6 nyiddiiggvény alatti tertlettel egyezik meg.

AM = [Vdx
3. Azon a szakaszokon, ahol egyenletesen megoszEésrian,
- A nyirée® fuggvény linearis
- A nyomatéki figgvény méasodfoku fliggveny.

6.) Példak az igénybevételek témakoith

1. példa
700N Rajzoljuk meg a tartd igénybevételi
- 200N abrajat!
/ —
/ ‘:) 500Nm |
2m 3m Egyensulyi egyenletek:
) o " >X=0 A +200=0
700N 200N A, =-200N
V o
M — 500Nm _ _
AC“ A, szamitasi modell "> ZY =0 A —-700=0
A A, =700N
7OON 200N ZM 0 M,-7002+500=0
= - + =
900Nm ([ —— 2——) 500N * v = 600N
4 200N Vvalos eréjaték ~ A= m
700N
900Nm
1 =l
+ 500Nm
700N ]|
V= '
N —HIIII] 200N
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2. példa

500N
| 300n/m o
< 800NmM
300N 4 2 -
Alm“ 4m U 2m .
S00N 1200N
=)
< 800NmM
3OON A Au_é —
A B x
y y
500Nm__
M \%m }
| 925.9Nm
12050Nm
925Nm :
+ |
V — : ry
| 500Nm Wm
E: T RRRRRRRRRRRRRRRRR e

nyirée abra alatti teriilet, vagyis

9258083

—-500011+ =9259Nm

Ez a nyomaték jobbrodl is szamithato.

Rajzoljuk meg a tartdé igéeny-
bevételi 4brajat!

Hatarozzuk meg a maximalis
nyomaték helyét és nagysagat!

Egyensulyi egyenletek:
> X=0  -300+B, =0
B, =300N

ZM(A) =0

50001-12002+ B, [2+800= 0

B, = 275N

>Y=0
~500-1200+625+ A, =0
A, =1425N

A nyiréep fuggvénye
925-300(x =0

X = 925_ 3083mm
30C

A maximalis nyomaték értéke
4083

M = dex
0

Ez az ebjelhelyes 6sszeg a

Itt azonban figyelembe kell venni, hogy a 800Nmkescentralt nyomaték is hat, vagy-

IS
M e = 2 M + [Vlx
Szamszefen: + 800+% = 9259Nm
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3. példa

2
l P Ip
_2m 4m . 2m
1600N 3200N 800N
A B
1600Nm }}\
M +
1466,6Nm
3466,8Nm \ 1
2533,4N i
v & o
666,6N ! 5
1600N RelelePs | 1466,6N
X ;
+ 1
N

A maximalis nyomaték értéke
_1600(2 , 25334[816

2
Vagy jobbrél

(14666 + 666,6) 2 . 666,633
2

=2411Nm

=2411Nm

-81-

Rajzoljuk meg a tarté igénybe-
vételi abrgjat!

Hatarozzuk meg a maximalis
nyomaték helyét és nagysagat!
p=400N/m

Egyensulyi egyenletek:

> X=0
A, =ON

ZM(A):O

-1600(1+3200(2+800(5-B[6=0

B =14666N

> Y=0

-1600+ A-3200-800+14666 =0

A=41334N

A két parabola egyenlete eltér
egymastol, de a kapcsolédasi
pontban az éribjik azonos.
A maximalis nyomaték helye
25334-800x =0

X=31l7m



—200N

—500N

5m
71 1 Rajzoljuk meg a tart6 igénybevételi abrait!
2m
2m
200N — *
ISOON
M Egyensulyi egyenletek
A, "
G > X=0 A, +200=0 A,
al
200N —> 2Y=0 A +500=0 A
TSOON
ZM(A) =0 M, +50003+2002=0
1900N
200N m M, = —1900Nm
500NT Bontsuk részeire a torttengélyartdt és a csatlakozo
pontokban allitsuk helyre az egyensulyt!
200N —
ISOON
200N = C ) > 200N
1900Nm 600NmM
| 500N
200N <— 1 * 600Nm
200N —>(\ 1000Nm
500N
l 500N
R -
200N > < 200N
T >
500N 1000Nm
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Rajzoljuk meg kilén-kuldn az egyes részek igénytmvébrait, majd rajzoljuk 6ssze.

600Nm

M—
600NmM
1900Nm
600Nm
1000Nm
.|+ 1900Nm
- s o
M
| 1000Nm U:m] 1000Nm

A nyomatéki metszékek mindig a hazott oldalon v&hna

v

500N 4 200N 200N

g SOON‘
Al —
500N 4 +|- 500N
+
Vi — > 200N

200N

n -+ (D
) 500N

+200N I | | | -500N

20-0N mmm]]m -200N “.l.l.l.l.”.l.l.l.”.”.l.”.l. -500N
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5. példa

Szamitott értékek alapjan rajzoljuk meg
lZOON/m a tartd nyomatéki és nyird@eabrajat!
7 N Hatarozzuk meg a maximalis nyomaték

960N E ; s 2 L,
B nagysagat és helyét!
3m 5m gysag y

< »< >
< >« »

Egyensulyi egyenletek

> M, =0
1 1 1 600[(1,5-960(3+1000(55-8B =0
A 960N B _

B = 440N

600N 1000N

300Nm _ ZY =0

M AN T A-600+960-1000+440=0

300Nm W A=200N

Maximalis nyomaték helye

E 1100Nm
2008 x=229_ 5om
. 20c440[ 22
v T M oy = = = 484Nm
400N wu’u 440N 2
S X
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6. példa

| 1000N/m

300N

1000N

2m

2m

Im 2m 2m 2m

5000N

|

2000N

|

1000N

14000Nm

2000Nm

WINO0OCT

600Nm

14000Nm

Hatarozzuk meg a nyomatéki abra jellénértekeit!

Egyensulyi egyenletek

>.X=0 B, -1000=0
B, =1000N

> Mg=0

A, [3-500005 + 2000083100072~ 3002 = 0
A, =-300N

>Y=0

~300-5000-2000-300+ B, =0
B, = 7600N
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7. példa

2kN

} 4kN/m

| 2m 4m

2kN

16kN

4kNm

6kN

||

20kNm

T e E WMH

X

8KkN

Hatarozzuk meg a maximalis nyomaték helyét
€s nagysagat, valamint rajzoljuk meg az M, V,
N abrakat!

Egyensulyi egyenletek

> X=0 A +B =0
dY=0 A +B,-2-16=0
d>M,=0 2[2-16[4+B,[6=0

A=A

B, =10kN

A =8kN - A =8kN
B, = —8kN

X:E=2,5m

M, .. = &22'5 = 125kNm
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8. példa

W 5,25kN

2kN
Iy »
1.5m | 3kN/m
v
3kN >
_2m 4m -
2kN
—
12kN
. ¥ 1
kN | B g A
v X Yy
M
é 3kNm
3kNm s
R\
¥10,5kN
Vv 6,75kN
< mﬂﬂm
3kN
N
2k LT

Hatarozzuk meg a maximalis nyomaték
helyét és nagysagéat, valamint rajzoljuk
meg az M, V, N abrékat, a jelledherté-
kek feltlintetésével!

Egyensulyi egyenletek

2-B, =

> X=0 s
> Mg=0

2(15-3[2+122-A 3=0
A, = 525kN

>Y=0

0

B, = 2kN

~3+B, -12+525=0

By = 975kN
X = % =175m
M, = —5’252[ L75 = 459kNm
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4kN
5'2\‘1“ } 2kN/m
%> A <5kNm 5 B
. 2m  2m 4m 1,5m
4kN 8kN 4kN
5KNm l j
~ A
A +/5kNm B
5KNmM AEBkNm
M 1kNm ] mmw
5kNm
' 8kNm
X .. 7kN
3.5m
+
N
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Hatarozzuk meg a maximalis
nyomaték helyét és nagysagat,
valamint rajzoljuk meg az M, V,
N abrékat!

Egyensulyi egyenletek

d>M,=0

-5+4[1+5+8[4-B[6+4[75=0

B =11kN

> Y=0
A-4-8-4+11=0
A=5kN

x:§: 25m
2

A maximalis nyomaték jobbrdl

M, = —4015+ 7[23’5 = 625kNm

vagy balrdl

M = 545125

+5= 625kNm



10. példa

2kN 2kN
5 \ 4 A\ 4 A
1,5m A ““ B
\4 <
2kN
~2m  2m 1m 2m
9kN
2kN 2kN
v - \ 4 = A
Al A B,
<
2kN
3KNm 4kNm
M 1kNm A
3kNm 3kNm
2kN
VAR 1] LTI
LTI ‘
2kN 2kN I 74
N 2k (LT
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Rajzoljuk meg az M, V, N abra-

kat!

Egyensulyi egyenletek

> X=0

A, = 2kN

> M,=0

215-2[2+9[2-B, [B3+2[5=0

B, = 9kN

>Y=0

—2+A -9+9-2=0

A =4kN

~2+A =0



11. példa

2kN | | 1kN/m %Nm
A = 4 B
) 2m U am U 2m R
2kN 4kN
2kNm
an | | K
> 9, ‘B )
A A y
X Yy
2kNm hT\
M+ W
2kNm
_+ 3kNm
v I ‘
- i 1kN
U] PO
X
+ 1
N -
2kN
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Hatarozzuk meg a maximalis
nyomaték helyét és nagysagat,
valamint rajzoljuk meg az M, V,

N abrakat, a jellentz értékek

feltintetésével!

Egyensulyi egyenletek

>X=0 2-A=0
A, = 2kN

d>M,=0
21-42-B,[@+2=0
B, =1kN

>Y=0 —2+A -4+1=0
A, =5kN

A maximalis nyomaték helye
_3_
X=—==3m
1

Maximalis nyomaték nagysaga
balrdl szamitva
v, =-22,38 oo

2 2

max

illetve jobbrol

M, = 2+%1 = 25kNm



12. példa

| 4kNm |
1,8kN [ g
:0,8m=: 1,6m .
6,4kN
| "
1,8kN | I,
) 0,8kNm
M _;_ W
1.44kNm
2,88le€
1111
v ¥ ’
T
’ || 4,6kN
N +

Hatarozzuk meg a maximalis nyomaték helyét és
nagysagat, valamint rajzoljuk meg az M, V, N
abrékat, a jellentzértékek feltiintetésével!

Egyensulyi egyenletek
> X=0 A =0kN

d>M,=0 18[R24-6408+M,=0
M, = 08KNm

> Y=0 18-64+A, =0
A, = 46kN

A maximalis nyomaték helye

-8 _ 0asm
4

Maximalis nyomaték nagysaga balrol szamitva

M =180+ [20’45 = 1845KNm

illetve jobbrol
M, . =—-08+

4’6[2115 = 1845kNm
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13. példa

2kN .
l 3m
3kN/m
4KkNm C o M
3kN | 3m
A4
A B
_2m 4m  2m
2kN —
12kN 6kN
4KNm C‘ l l |
3kN
A
Ay By
6kNm 6kNm M
aknm [T 3kNm
16kNm
/ 20KNm
= Vv
2kN B &m\
EE 3kN
2kN

10kN

Rajzoljuk meg a tartd nyomatéki abrajat!
Hatarozzuk meg a maximalis nyomaték
helyét és értékét!

Egyensulyi egyenletek

> X=0 2+A =0
A, =-2kN

> M,=0
4+2[6+122- 4B, +65-36=0
B, =13kN

d>Y=0 A -12+13-6+3=0
A, = 2kN

A maximalis nyomaték pontos helyének
meghatarozasahoz vizsgaljuk meg a
vizszintes tarté nyiréérabrajat!

A maximalis nyomaték helye
10

X=—m
3

A maximalis nyomaték értéke jobbrol

0
_sn_sn, 0% _
max 2 2 2

:%): 1666kNm

M
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14. példa

|500N/m

2m

N
<
<

[
>
>

2700N

(o8]

3m

2000N 1000N

! !

+—B

Rajzoljuk meg a teljes rudszerkezet
hajlitbnyomatéki abrajat!
Az abran jeldljik be a szamitott értékeket!

Egyensulyi egyenletek
> M,=0

200002+ 27002 +10005- B, (3= 0
B, = 4800N

> X=0 A -4800=0
A =4800N

>Y=0 A -2000-2700-1000=0
A, =5700N

\

\ /
\ ,/

11,4kNm !
\\ //

17 4kNm

\
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15. példa

1200N/m 1300N,m Hatarozzuk meg a maximalis nyomatek
) helyét és nagysagat, valamint rajzoljuk
A 5 320Nm 390N B meg az__M, V N albrakat, a jellehzrté-
kek feltiintetéseével!
3 2 3
—/ .., T, Egyensulyi egyenletek
600N 900N
> M, =0
— ) A 600[15-320-390[5+900[65-B[8=0
A 320Nm 390N B B =560N
- dY=0
+ LI
430Nm_\|[[ mﬂm|§\ I S30Nm A 555N'600+390_900+56020
\\\ Nl =
825Nm \U 750Nm 340Nm
50N, E A maximalis nyomaték helye
T””” : 40N 550
+ i X=——=275m
V- I‘n\ I QTR 20C
x ! SON w 60N Maximalis nyomaték nagysaga
M, . = 990275 _ 75625Nm
N2 2
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16. példa

B 45° 5kN
A &/
1 2kN/m
) 4m U 4m R
51 s 5kN
Ax: —e
A
Y 8KkN 8KN
10kNm
Mmax
‘:'— .\\ 4kNm
M + E
! _ 5kN
3KN | —
Vv * /frmT M'
i W 3kN W «
5kN '«
+ 1
N
) 6kN

Hatarozzuk meg a maximalis nyomaték
helyét és nagysagat, valamint rajzoljuk
meg az M, V, N abrakat, a jellehz
értékek feltiintetésével!

Egyensulyi egyenletek
> X=0
d>M,=0

8[2+B,[4+86-5B=0
B, = —6kN

> Y=0

A, =-5kN
B,/=[B)
B, = —6kN
A, =6kN

A+B, =0

A +8-6+8-5=0

A maximalis nyomaték helye

x:§: 25m
2

Maximalis nyomaték nagysaga

M, = LZZ‘F’ = 625kNm
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17. példa

~2m . 2m
| kN/m
A . 2kN
~
Pz
3m 3
v e
B
12kN
A |
TAy Isz
e— 18kN
B
-,

Szamitott értékek alapjan rajzoljuk meg a tartd
M,V,N abrait!
Hatarozzuk meg a maximalis hajlitonyomaték he-
lyét és nagysagat!

Egyensulyi egyenletek

dY=0

A, =10kN

> M,=0

121-204+18015-B,3=0

A -12+2=0

B, = 103kN
Y X=0  A+103-18=0
A =76kN

Az igénybevételi abra megrajzolasahoz gondolathadjgk szét a tartot éséeb a viz-
szintes, majd a fudgdeges rész abrait rajzoljuk meg.

12kN
M=4kNm AV, és '\, és M a két rad csatlakozasanal éb-
A, - 1 N\ reds ersk illetve nyomateék.
! " r—'
T A, V, ‘[ 2kN l v,
\ Egygpsﬂlyi egyenletek ( v,
alapjan: M=4kNm >
> . 7.66kN e 18kN
8, 9knim V, = 76kN
S AkNm 7 B
V, =0kN =)
M =4KNmr
4
15,45kNm y
v+ + |+ 10,3kN + [
= > pd
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Az Osszesitett igénybevételi abra

ol AKNM M 10kN «L.66KN
T N v
> 8kNm
8.9kNm” = ZkN
h \\\ r'y

15,45kNm >

y
-7,66kN L10.3KN,,

N

A maximalis nyomatékok helyei

10
X=—m
6
103

=—"m
y 6

Maximalis nyomatékok nagysaga

0

100H

X .

=76 100, g
2 2 12

5 103123
. = 6 - gokNm
2 2

M
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18. példa

pla
o Szémitg)tt ,é_rtékek alapjan rajzoljuk meg a tarto
lp DS M,V,N &brait!
. 45 A csuklés megtamasztasnal a 45° migttig,
—2 e e Egyensulyi egyenletek
pla pla pla _
. l p3° l > M, =0
X: /- Y
5 < y— paﬁ— pa’ + pa[ﬁa— B, (2a+ pa3a=0
A, B B, 2 2
2 y NP B, =2pa
pla ”'ﬂ B, =2pa
- 2 —
M + JES Ac=2pa
-2
pla nla 2.Y=0
v AT A, - pa-pa+2pa-pa=0
R - pa
N pla A=P
N
2pla
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19. példa

600N 1500N/m _Rajzolja meg a tar'_[_é MVN abrait a
jellemzs értékek feltiintetésével!
500N
<r Egyensulyi egyenletek
30° z X =0 A= 0
‘:1,5m . Im 15m 4m
EEAEROEEG * Y M, =0
500[15+600[25+20006-B[8=0
B=178125N
2000N
l Y =0
600N
500N l A, —500-600-2000+178125=0
l BI A, =131875N
A, Bontsuk fel a rad ferde szakaszara
- hato ebket rudiranya és radra nier
TAy leges komponensekre.
M MW
3562,5Nm
3125Nm
978,13Nm 1318,75NB1142'1N
2796,9Nm 659,4N
109,4N A rudiranyu ebé hozza létre a
300N normalebt, és a rudra méleges
erék a nyirast és a hajlitast.
N
250N
659,4N
218,75N

1781,25N

1142,1N
V
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20. példa

F
7 Rajzolja meg a tartd M,V,N &bréit a jelletnértékek fel-
R tintetésével!
/77777
Egyensulyi egyenletek
Flcosg F
¢ y X=0
Flsing Ay %}_ 0
My
d>M,=0 M,-FR=0
M,=F[R
7RY7 >Y=0 A -F=0
A A =F

M, =-M,+A [RI{l-cosp) = -F [R+F [RI{1-cosp) = —F [R[tosp
V, =Fsing
N, = F cosg

FR -F
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21. példa

L Rajzolja meg a tarté M,V,N abrait a jelletnz
ertékek feltiintetésevel!
MT R
- —3— Egyensulyi egyenletek
- >M,=0 M+BI2R=0
Ly
M B= —M
2R
dY=0 A-M g
2R
£ S
" 2R
M
M
¢ a
+- 1+
M M
M, =—I[R[{1-cosp) =—[{1—-co
' TR [(1-cosp) > [ -cosp)
M M
M, =—-——I[R[{1-cosa) = ——[{1-cosa
o =g RO~ cosa) = -7 [{1-cosa)
N
O M
2R
Vv
Vv W {a\WY N
2R
® a v = /@ a
IA:M +|' 'l +
2R
M
v, =Mﬁsin¢ Vv, =MBina N, = M [tosg N, =—[tosa
2R 2R 2R 2R
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IVV.) Parhuzamos erendszerek

1.) Koncentralt erékbél allé parhuzamos eérendszer

z

A

R
/
= F,
/

Legyen az dik irAnya aze€ egység-
vektorral parhuzamos.
Az origbhoz tartozd erédvektorket-

16s
F=YF =eYF

v
<

F,
— _ r
F3
<+ N —

W, = 3 xF = (0 o e
alaku, aholF, az i-edik eéhoz tarto-
z06 ebjeles szam.

X

Az ered vektorketbs elemzésével megallapithatd, hogy az alabbi debgek kozul
melyikhez tartozik az érendszer.

- Egyensulyi efrendszer:
F,=0 ésM,=0
- Az ered egyetlen e¥par:
F,=0ésM,z0
- Az e egyetlen &i:

F,20 ésM,=0vagyF,#0 ésM, 20

Mivel az F, és M, vektorok biztosan mélegesek egymasra, az alabbi egysgiésre
adddik lehetség. _
J (8).

oMl
\ .

M,

A centrélis egyenes egy pontjat kijeldielyvektort(f,) azon megfontolas alapjan kap-
juk meg, hogyr, xF, =M,
Ezen egyenletbe behelyettesitve az @naktorketts korabbi alakjat kapjuk
rxey F = (35 F e
iletve T, (3" F )xe =3 (F )xe
2. TF
> F

amibsl T, =
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Ha az efrendszer minden elemének tamadaspontjat rogziglkzée egységvektor
irAnyanak valtoztatasaval valtoztatjuk az egyek e(if, ) iranyat is, akkor mindere
iranyhoz (g e,....,e,) tartozik egy centrélis egyenes.

z Bizonyithatd, hogy ezek a centralis egyenesek
A K CZ . 7

egy pontban metszik egymast.
Ezt a pontot az érendszer dikozéppontjanak

r Cl nevezzuk. |
3 - A Zr‘i (F, vektort az afrendszer statikus
! < .y (vagy el$rendi) nyomatékvektoranak nevez-
zuk.
L/
X C3

2.) Megoszl6 eérendszer (sikban)

y Tekintsunk egyp, intenzitdsu megoszIlo6 é&end-

4 szert.
D Az edrendszer ergilerejét az
0

|
F, = J' pdx=p, integral adja.
0

\4

Az origéhoz tartozé nyomatékot pedig az
| 2
_ _ Pl
M, = | xl p,dx) = ——
0 i {rdx)="=3

integrallal kapjuk.
IF = P, 0 Ezen nyomaték vektora a sikra ileges.
l Az esrendszer ékdzeéppontja, ahol az @end-

szer helyettesithétegyetlen aivel
/2 /2 P2

r_J'xDQ)dx: o _|

" —

A\ 4
A
A 4

A
A\ 4

A
\4
A
Y

- J. p,dx pl 2

0 . .. z Z §
7 Tekintsiink egy egyenletesen valtoz6 megoszi® er
. , rendszert.
X ldx A fenti gondolatmenetet alkalmazva:

|
| jx T"D(ijj p°
— 0

M = = 3| =—|

i Fo I&D(mx P 3

5 |

A
A4

|

2/, |
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3.) Sulypont, témegkdzéppont és geometriai kbzéppbon

A test sulypontjan a térfogaton megoszlé elemi
1 lg sllyek erskozéppontjat értjuk.

jrgbtgmv jrgbmv jrmm
S % —W
“ J'pEgEdJIV J',oEdV J'dm
v) V) V)

\4

Homogén tomegeloszlasu testek esetén az
[rrv

F = (V)W kifejezés adja meg a sulypont helyét.
V)

A fentiek alapjan megallapithato, hogy a testelymumtja és tomegkézéppontja ugyan
az a pont.

Amennyiben homogén tomegeloszlasu a test, akkoeamngtriai kbzéppont is meg-
egyezik az €z6 ketvel.

Osszetett testek esetén, amikor ismerjik az eggezetetk geometriai és tomegadata-
it, a kdvetked eljarassal szamithat6 a sulypont, illetve a tordegrpont.

.‘! t >
/ / S

S1(X1,Y1,2Z1)

X

S5(X9,Y2:2Z5)
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4.) Vonalak sulypontja

N A vonalak olyan testeknek tekintildgt ame-
lyek keresztmetszete(A,) rendkiviil kicsi.

\\/\\ Ennek megfelélen

[rav [roa @ [r el
»Yy =W -V 0
© fdv  [A@  [d

(V) V) (1)

Tdbb darabbdl allé vonalak esetén is igaz, hogy

X, =% Y, = zzy‘lim Z, =%

5.) Sikidomok sulypontja
y

4 A sikidomok olyan testeknek tekintlb&s ame-

lyeknek vastagsaga (v) rendkivul kicsi. Ennek

. megfeleben
D [rvmA  [roA
Sl g F o= (V) - (A) -
L 92 ¢ [v@A [dA
> X V) (A)

Osszetett sikidomok esetén:

_ D %A D VA _>zA
TS 3 Y

Homogén tomegeloszlas esetén a sulypont mindig vaji a szimmetriatengelyen.
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6.) Példak a parhuzamos direndszerek témakorisl

1. példa

koriv sulypontjanak koordinatait!

ry
A 4

A szimmetria miatt az, = 0

a a

+E +E
Rcosp[Rdgp | R*cosp [tg
_‘[7 _J; 2R?sin?  2Rsin?

X =_2 -2 - 2 _ 2_4a
° 2 +2 R a a
[ds [Rrdig
_0 _L7
2 2
Felkor alaka vonaldarab sulypontja
y
“/- BN 2REINT o
s Y, = ===
Ys T T
Y > X
. a=2R R

sulypontjanak helyét!

A
A

- 106 -
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Hatarozzuk meg a o2 nyilassz6§ koércikk



A szimmetria miatt ax, = O

Rcosg [dA Rco EB— cospltlp 2Regi
X = j ¥ - j S¢ I i 3R sina _ 2Rsina del
° ' R[Rdg Rza Ra 3a 3a

_jadA j )

-a

Félkor alak( sikidom esetén

3. példa
y
A
¥ Hatarozzuk meg a vazolt haromszog sulypontja-
nak koordinatait!
b
S
' y A haromszog atfogojanak egyenlete:
Xg - Ys b
v _ v > x y= b-—x
X dx
& a »

[xmA [ xyCox J'x{b—xjdx b b a[ﬂ)(a—aj a’b
X =29 =0 =0 a = 2 a 3 = 2 3 = 6 :E
S a a a 2 b b
IdA jymx j(b—xjdx bm—EE& a a3
0 0 0 a 2 2 2
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4. példa

Hatarozzuk meg a vazolt sikidom sulypont-
janak helyét!

Bontsuk fel a sikidomot ismert teriilets sulypontu részekre!

A X Y X LA Yy, [A
2 R 3
ol I oR-IR| R | gy
2 3 2 6
2| 2RI2R R R 4R3 4R3
3 Rr R _4R R _ﬂRs
2 3 2 6
4 RZ __R B R3 R3
2 2 2 2
2
Z 5R ZR3 _R3_R3”
2
7 3 7 3 3
—R —R -R°mr
X,=2_='Rr y=2___  -7r-}7
5R 1C 5R 5
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5. példa

4 Hatarozzuk meg a vazolt gorbe
sulypontjat!

2R

ya 4R R
4 / »
X
Bontsuk fel a gorbét ismert hosszusagu és sulypgirtsedarabokra!
A . ; . .
Az T, = Zzllm Osszefliggés alapjan az alabbi tablazat kitoltés@egkapjuk a suly-
pont koordinatait.
| X | Y Z X, yil zl
2R
1 R71 0| R 2R+E 0 R*mr Rﬂ(2R+—j
T T
2 2R 0| 2R R 0 4R? 2R?
R R?
3 R — | 2R 0 — 2 0
2 2 2R
4 4R R 0 0 AR? 0 0
R R?
5 R — | -2R 0 — -2R? 0
5 > 2R
Y| Rn+8R 5R* | RPr+4R* | 2R*mm+2R?
X = > xl _ 5R? 5R

>l R@E+n) T8

v = 2Vl _ R(r+4) _ R(+4)

=5

R(@8+ )

8+7r

. 2.3l _ 2R(rr+1) _ 2R(+1)

=5

R@B+ m)

8+
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V.) Masodrendii nyomatek

1.) A masodrendi nyomaték értelmezése

Tekintsiink egy sikidomon linearisan
valtozo intenzitasi megoszléseend-
szert. Az €egységvektorral kijelolt
egyenes mentén a megoszlérend-
szer intenzitdsa zérus, migra hely-
vektorral jellemzett dT elemi tartoma-
nyon az intenzitas

f = A(@xr).

Képezzik a megoszlo &endszer nyomatékat a zérus intenzitdsu egyenede@es
tengely) tetsélegesA pontjara.
M, = jr—x[;l(éxr—)]dT =) jrx(éxr—)dT =Al .

M M

Az |, = J' rx(exr)dT integral — azA pont és az egységvektor megvalasztasa utan
)

— csak a sikidom geometriai viszonyatol fligg éséaadrentd nyomaték vektorat adja.

A masodrend nyomaték vektora benne fekszik a sikban!

Az indexek arra utalnak, hogy a nyomatékvektor fiaggivalasztott ponttol es az

egységvektor iranyatol.

Az A pontra illeszked végtelen sok egység-
vektor kdzul azonban csak harom lehet linea-
risan figgetlen egymastél. A harom egység-
vektor fliggetlenségének feltétele, hogy
geg, # Ovegyes szorzat nem lehet nulla.
Mashogyan fogalmazva a harom egységvek-

tor nem lehet komplanaris (nem lehet egy
sikban).

Ha ismerjiik a harom egységvektorhoz tartdz6l,, |, masodrendl nyomatékvekto-

rokat, akkor az A ponthoz tartozé barmely egysétprbloz meg tudjuk hatarozni a
masodrend nyomaték vektorat.

Tetsdleges € egységvektor éhllithatoe = Ag + A,€, + A6, alakban a hozza tartozo
masodrend nyomaték vektora pedig az alabbi alakban adodik.
I_e = /11|_e1 + Azl_ez + /13|_e3
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2.) Masodrendi nyomaték azxyz derékszddi koordinatarendszerben

Az eldzéekben alkalmazoteg ,&,,€, egységvektorok helyett valasszuk most a jobbsod-
rasuxyzderékszot koordinatarendszer, j,k egységvektorait.

j -
y ly Az x tengelyhez tartozé masodrénadyoma-
tékvektor a definicié szerint

I, = [Fx@xn)dT = [((Fr)dT - [F(T)dT =
dqT M ) M
= = IOy +20)dT - [0 +yj + &) dT =
(T) (T)
r =Tj(y2+zz)dT—”xydT—ijsz

™ (™ M

=
x

M

A fenti levezetésben felhasznaltuk a kifejtési
tételt. (lasd matematikai 6sszefoglalo)

Az el6z6h6z hasonléan adodik
I, = [Tx(jxN)dT = [JFR)dT - [F(j)dT =
(M (M ™
= [JOC +y? +2°)dT - [ +yj + &) ydT =
(T) (T)
= —fjxydT+ ”(x2 +2z3)dT -k j yzdT
(M (M M

llletve
I, = [Fx(kxN)dT = [k(Fr)dT - [F(k)dT =
(T (T) (T)

= le(x2 +y? +22)dT - j(xi‘+y]+ &) T =
() (T)
= —i_J'xsz— ]jysz+ RI(XZ +y?)dT

) M )
Tetsdleges
€= i+A,j+A k
Egységvektorhoz tartozé masodrémyomaték

o = Al + A0, + A0,

Mivel az |, vektor a hozza tartozé egységvektornak homogén lineéris fiiggvénye, a
kapcsolat tenzor segitségével is leirhaté.
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Az | masodrendl nyomaték tenzora

I :[l_x'ly’l_z] =

[(y*+2°)dT
M
- j xydT
M
- '[xsz
M

Ixx _lyx

_lxy yy

- I pod - I yz
- jyxdT
M
j (x2 + z2)dT
M
- Iysz
M

_|Zy

_|Xy

zz _|XZ

- j zxdT
()

- jzydT
)

J < +y*)dT
M

_IZX X

Az azonos indek elemeket a megfelgltengelyre szamitott (ekvatorialis) masodiend
nyomatéknak, a vegyes indeerlemeket vegyes (centrifugalis, deviacidés) masutire
nyomatéknak nevezzik. A tenzor felirhsabdl lathawgy a masodreridnyomaték
tenzora szimmetrikus és @tlobeli elemek mindig pozitivak. A most megismert @nz
segitségével leh&té valik tetsdleges — a bazisvektorok metszéspontjan abmen
egységvektorhoz tartozé6 masodrémyomatékvektor meghatarozasa

I, =1®

A mésodrentl nyomaték tenzora mindig szimmetrikus. A harmadiieszimmetrikus
tenzornak harom sajatérték és harom sajatvektara va

Fizikailag értelmezve a tenzor sajatértékei adjanaasodrend nyomatékokat, a sajat-
vektorok pedig adiranyokat.

ly, 0 O
A sajatvektorok koordinatarendszerében atenzof 0 1, 0 | alaku.
0 0 Ig4

A sajatvektorok koordinatarendszerébersmdsodrentl nyomatékok vektora &ifa-
nyokba néz.

e3

v

|\§D|w

e2

D

ﬁ_
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3.) Sikidomok masodrend nyomatéka
y Tekintsiink egy azy sikban feké sikido-
] mot.

A masodrentl nyomaték definicidja alapjan
az x valamint azy tengelyre szamitott ma-
sodrend nyomaték vektorai

[ = [Fx(xP)dT = [((FF)- [FErdT=

T ) M
X = .[i_(x2+y2)dT— J-(Xi_+ y_J)XdT:
(T) (T)
:ijsz—]jxydT:
(T) (™
=il =gl
llletve
[, = [Fx(IxN)dT =1 [yxdT+] [x*dT =1, +]1,
©) m M

Ezekkel a masodrefichyomaték tenzora

I iy jysz —J'xydT
|‘=[|'X,|'y]={_lxx IVX}: ) ™

yy

Xy I

Az I, +1, =1, masodrendl nyomatékot a sikidom polaris masodrémyomatekanak
nevezzuik.
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4.) Koordinatarendszer forgatasa

_ y Tételezzik fel, hogy ismert a sikidom
en N masodrentl nyomaték tenzora a derek-
\ — szodi xy koordinatarendszerben.

ﬁ/ef Az a szoggel elforgatot€ s koordina-
n tarendszerhez tartozg & masodrendl

nyomaték tenzoranak meghatarozasa az
a alabbiak szerint lehetséges.

= I XX - I yX
Legyenl, =

\

(T |

_Ixy yy

rtl\ ¢ Az & egységvektorhoz tartozd
& y I I, masodrend ték vekt
e;7 A e _~ | masodrend nyomatek vektora

az aldbbi médon szamithato.

_ = I« 1| cosa
a lef:l@‘f{—l I sina
Xy yy

an A masodrend nyomaték vektornak
(I) van vetiilete aés ;7 tenge-

lyekre. Ezek az alabbi skaléris
szorzattal hatarozhatéak meg.

I

<
g

_ = I -1
|, =g 0, =g 0% =[cosa sina]{_ IXX yx} {(s:?nsﬂ = [skalar]

Xy I yy

_ - I -1, || cosa
| . =e O, =g 0@ =[-sina cosa]{ . VM _ }z[skalér]
né n 3 U (3 _Ixy Iyy sina

Az €, egységvektorhoz tartozl@,] illetve ennek vetlletei hasonléan hatarozhatok meg.

nmn n

(]

Hy

I
DI

@'7
né 3 @fl

Természetesen itt is igaz, hody, = |,

Az elozékben kiszamitott értékekkel most mar az () koordiréndszerhez tartozé ma-
sodrend nyomaték tenzora az alabbi.

|= - I & I én
én | |
né nn
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5.) Koordinatarendszer parhuzamos eltolasa

A szamitasok soran legtbbbszér a sikidom sulypordigmeié tengelyre hatarozzuk
meg a masodrerichyomatéekot.

y A sulyponton atmefh x tengelyre és a vele
N parhuzamos¢ tengelyre szamitott masod-
dT rendi nyomatékok kozétt a kovetk&nsz-

szefliggeés vezethele.
/ 1 I, = |y*dT
( \ A g (WI)
y t — 24T = 2 _ 2 —
| | le = [(y-1)°dT = [(y* - 2yt+t*)dT

S > X Q) M
P = [y2dT-2t [ ydT +t? [dT =
(T) (T (T) (T)
=1 +t°T

Mivel a sulypontra szamitott éisendi nyomaték, azj ydT =0

M
Ez azt is jelenti, hogy a sikidomnak a sulypongémerd tengelyre a legkisebb a ten-
gelyre szamitott masodreinchyomaték. Barmilyen, a sulyponti tengellyel pardomns
tengelyre szamitott masodrénayomaték az ugynevezett Steiner taggal nagyobb.
Ha a sulyponti tengel§it tériink at mas vele parhuzamos tengelyre, akkoekszik a
masodrend nyomaték.
Ha viszont a kil tengelyBl tériink at a sulyponti tengelyre, akkor csokkemasod-
rendi nyomatek.
Fontos felhivni a figyelmet arra, hogy két kilé tengely k6zott a Steiner tétel nem
alkalmazhato!
Hasonl6 6sszefliggés vezethlt a vegyes masodrehdyomatékok esetén is.

A r'l

A

) =4%%(dT

sdR

:/ g A
B

A;X N

A A 4

v
yn

Iy = jxydT
)

L, = [éndT = [(x=t,)(y+1,)dT = [(xy=yt, +xt, ~t,t,)dT =
(T) (T) (T)

= [xydT-t, [ ydT +t, [xdT-tg, [dT
(M) (M (M (M

-115-



Mivel a sulypontra szamitott ékendi nyomatékokj' ydT =0 és J' xdT =0
) M
Ly = Ly —tity O = 1+ (t)(~t,) T

A Steiner tag éljele hasonld, mint az &@d6ekben. Ha a sulyponttdl térink kifelé, akkor
pozitiv.

Figyelembe kell venni azonban az eltol&§edes mértékét. Jelen abradn az egyik eltolas
pozitiv (+t) a masik negativ (X

Az eltoldsok aljelét mindig a konkrét feladathoz kell megéllapitan

A centrifugalis masodreridnyomaték a definici6 és a parhuzamos tengelykielesz
kOzotti kapcsolat alapjan negativ, nulla és po&ttéket is felvehet.

Ha a sikidomnak van szimmetriatengelye, akkor enswmt-
riatengelylél és egy ra meéteges tengelydl allé tengelyke- n
resztre a centrifugalis masodréndyomaték zérus érték

| =0 | =0 |, =0 §

Xy % &y

Az xy tengelyekhez tartozo tenzorl=;y -

ismeretében barmely, az x tengellyel
szoget bezaron egységvektorhoz tartozo
masodrend nyomaték vektora meghata-
rozhato!

A masodrend nyomaték iranya altalaban
nem egyezik meg az egységvektor irAnya-
val.

y

I
Létezik azonban két kitlntetett irany, amely-
néligaz, hogyl, =AM
illetve T, (7 = A (h n

_ - A% ¢
Rendezve az egyenletgf, [ —A[h =0 sing | €
\ 4 A 4 x
= |1 0 e

Bevezetve ax = {O J egységtenzort, & >

| COS @

kapjuk (T,, - AE) A =0
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_ lo=A =1y || & 0
illetve =
Ll Y 0

A homogén linearis egyenletrendszernek akkor vaivialistol kilbnb6s megoldasa,
ha az ugynevezett karakterisztikus determinansszéru

= = I _/1 - I
det(l,, - AE) =0 illetve det ™ Y 1=0

~l, 1,=A

A determinanst kifejtve egy masodfokl algebrai edgee jutunk, melynek gyokei — a
tenzor sajatértékei — a sikidom ,,0” pontjahoz tabté® masodrendl nyomatekai.
A f6 masodrendl nyomatékhoz tartoz&®iranyokat — a tenzor sajatvektorai — az alabbi
vektoregyenlet megoldasakeént kapjuk.
(I, ~AE)® =0 /=1
(I, ~A,E), =0 | =1
A vektoregyenletek skalaris felirasaban kétfélele@pgrhatunk el, attol fuggn, hogy
az egységvektor komponenseit hogyan adjuk meg.

P R I }{eﬂ_{o} n=ei+e,j
Ly Ae 0 e§+e>2/:1
lletve

I }{@Sﬂz{o}

-y 1, =4 |sing| |O

(_:osz¢+sin2¢=1
N =cospi +sing |

A féirdnyhoz tartoz6 masodreindnyomatek
vektoranak nincs vetilete &ifanyra meble-
ges tengelyre, vagyis a centrifugalis masod-
rendi nyomaték zérus.

y

A fétengelyek koordinatarendszerében a ma-
sodrend nyomaték tenzora az alabbi

= _[noo
nLn2 — 0 |2

A sajatvektorok &ltal meghatarozott tengelyek adsik fétengelyei. A sulyponthoz
tartoz6 Btengelyeket centrali$ifengelyeknek is nevezik.

A szimmetrikus idomoknal, ha a tengelykereszt valgik tengelye szimmetriatengely,
akkor a centrifugalis masodrandyomaték zérus érték

Ez azt jelenti, hogy a szimmetriatengely és a r&lages tengely egybeiténgely is.
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7.) Néhany sikidom masodrend nyomatéka

y
I ab?
1 © 3 ab® a’ >
, _
| = bla T - 3 4
b A v a’m® bR
| = a’ * 4 3
v xy 4
a
y
A | _ al:b‘?’
R alb’
3
b | = b@& |_x _| 12 ;
y 12 Y b&a
! ~ l, =0 12
y
| = d*r
X 64 d4r
d'mr = 0
X l y ~ I xy — 64 4
64 Y d*m
I, = 64
Q, Xy
) /
X _ d*r
*7 128 d4r
dr = _|128 °
= Ix = 4
Y128 Y 0 d*m
ad >X ly = 128
Y,
7y | = a[fb3
" 36 ab® a? b2
__— _
g \ I, = bia I, = 32)6 2 7%
x > y Xy
o] X 36 _a’® bl:
"y |- a’ ? 72 36
: > a Xy 72
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t | -2l
T2 a® a’ *
, _
L IE S T B P 24
b V. Y| _a’h?®  b@°
| = a® [b* 24 12
X Y24

8.) Példak a masodrend nyomaték témakorhol

1. példa
4 Hatarozzuk meg a vazolt sikidom masodiengomatékat a
kijelolt tengelyre! Irjuk fel a masodrefid nyomaték
1 tenzorat!
A definicié szerint
b 2
I, = [y’dT
M
y > X 1, =[xdT
< a > )
Iy = IxydT
)
Az integralok kiszamitasanal tekintsiik az alabbakét.
y y y
1& Ar A
r /dT
dy A 4 d "
f b Y& o
Y| y
» X A2 > X » X
a X | dx X dx

Az x tengelyre szamitott masodrénuyomatek

b b 3P 3
b

| = [y2dT = [y?ady=a[y?dy=d L | =2
x (VT[)Y _([y y _C[y y {31 3

Az y tengelyre szamitott masodrénuyomatek

I, = szdejexZMX:bszdx:b{x—s} =b—a3
M 0 0 3|, 3
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A tengelykeresztre szamitott vegyes mésodre‘ryd)maték

(nydT j j xydxdy= j x(j ydy)dx = | x{ } j %{—IJTZ

alb®  a’b’
T = 3 4
9T Qb
4 3
2. példa
y

Hatarozzuk meg a vazolt félkér masodrémyoma-
tékat a kijeldlt tengelyekre!

A félkor tengelyre szamitott masodréndyomate-
kanak meghatarozasahoz felhasznalhatjuk a polaris
“ > masodrend nyomaték definiciojat, mely szerint

I, =1+, = jysz+jx2dT: j(x2+y2)dT:jr2dT

M M M M
|, = jrsz= J'r2(2rﬂ/2)dr =

y M M

1 47472 4
:ﬂjr3dr:n{r—} a7

(T) 4 0 64
dT
Ebbsl
4 4
. X Ix:d” Iyzdn 1, =0
12¢ 12¢
3. példa
y
' / Hatarozzuk meg a vazolt sikidom masodiemngo-
1 matékat a kijeldlt tengelyekre!
/ Irjuk fel az xy tengelykereszthez tartoz6 masodiiend
/ nyomatékok tenzorat, ha:
b,| b, e
Sp
=6 a=5
' 7 . b=12 h=11
A 4 ) a2 -
& ) al ] »
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A feladat megoldasahoz osszuk két részre a sikidlomo

! ! !
| Bl
// i ¢ oxe |

Meghatarozzuk az 1-es és 2-es sikidom masotneyaimatekat

<12 12 o
illetve
ab’ b,a’
- 22 - 272 I ) - O

x2 y2 Xy
12 12
Felirhatjuk az eredeti sikidom masodremyomatékat a két sikidom kulonbségekeént.

_ab’ ahb _6012° 507

| =1, -1, =30942cm’
12 12 12 12
ba? b,al 126° 1105 .
Il =1,-1,= - = - =10142cm
R S I 12 1 L

Iy =1 =142 =0

Ezzel a tenzort
= 30942 O 4
Iy = cm
0 10142
Mivel mindkét sikidom, mindkét tengelyre szimmetisk ezért a vegyes masodrénd

nyomatékok zérus értékk. A tengelyek egyberdtengelyek is.
4. példa

\ Hatarozzuk meg a vazolt sikidom masodfengomaté-
kat a kijelolt tengelyekre. irjuk fel a_lzxy tenzort!

A feladat megoldasanal kihasznaljuk azt a lébé&get,
hogy tetsdleges alaku sikidom méasodréndyomatékat

7y meghatarozhatjuk ismert masodrénaiyomatéku sik-
// idomok nyomatékanak osszegeként. A részekre bontas

tetsdleges lehet és egy feladaton belll is valtozhat.
» X Az x tengelyre szamitott masodrénayomaték meghata-
2 4 rozasanal a kdvetkézbran lathato részekre szedtik szét
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az alakzatot.

}( y
L@
/ @7

_ i =
2 2| 4

& » & »
< » < »

1. &bra

A
A 4

X

3 3
| :|X1+|X2:2;8 +[4§4 }:3413+853:426,60m“

214 / =§
8 @ t
6
. 1 @
v %X v v :X
6 - 2| 4
2. 4bra
3 3
|x=|x1—|x2=6;8 _{454 +4BIE62}:1024—597,3:426,60m“

Lathatd, hogy mindkét felbontas ugyanarra az eregneévezet, de a masodik esetben
a parhuzamos tengelyek kozoétti kapcsolatra vonatkisszefliggést is alkalmaznunk

kellett.
Az y tengelyre szamitott masodrénalyomatéek szamitasakor tekintsiink egy Uj felbon-
tast

y yn

A A
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3. abra

3 3
_ 406 A2 o5 106 = 29860

I, =1,+1,
Az | kiszamitasa az 1. abra felbontas alapjan is kishandi

s |4
+

+ 4422 | = 213+2773=2986cm’

= + =
Iy lyl Iy2

I, a 2. 4bra szerint

86° |44 . .
ly ==l == +4[A4* | =576-2773=2986cm’
A vegyes masodrefichyomatékot az etsabra alapjan szamithatjuk.
2 2
l,y = 2 58 +[0+ 4@ & 2] = 64+128=192cm’

Ezzel azl  tenzor
= [426,6 —192} .
Iy = cm

-192 2986
5. feladat
y
Hatarozzuk meg a vazdlt profil masodren-
1 dii nyomatékat a kijel6lt koordinatarendszer-
ben.
6 3 3
I = 1127 —(10[6 +10E6E42j =117,6cm’
14 . ’ ’ :
> Xy = _(6[10 +10E6[62j = 4456cn!
:1=: 10 > 3
2 2
= ! E‘ll ~[0+6m006 @] = 4225¢n’
6. feladat
y
11 2 Hatarozzuk meg a vazdlt profil masodrend nyomaté-
3 kat a kijelolt koordinatarendszerben.
3
. |X:7EL2 {6@3 +6ﬂ0[62}:13720m4
10 3
3 3
I, = 120y —(10[6 +6IZLOE42j =232cm’
. 3
\ 4 2 2
13 777, x |Xy:7 ELZ -[o+6m0m@ 6] = 324cm’
1 6 s
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7. példa

Hatarozzuk meg a vazolt sikidom masodfengomatékat a kije-
[6lt koordinatarendszerben!

X

>

®

<
<

» X v » X

A feladat megoldasanal hasznaljuk fel, hogy a fiéthésodrend nyomatéka
/A | = d*m

le = és g = ahol d a félkor atméye.
12¢ 12¢

A félkdr x tengelyre szamitott masodréndyomatékat az ismertI & masodrend
nyomaték felhasznalasaval a kévetkezpp szamitjuk.

Mivel &* tengely nem sulyponti tengely, ezértéékdzvetlentl nem térhetlink at az x
tengelyre. EI§ Iépésként azZ “tengelyBl attériink a¢ tengelyre (sulyponti tengelyre
tértliink at, tehat a Steiner tag negativ) majéd gengelydl az x tengelyre (sulyponti
tengelybl tértiink at nem sulypontira, ezért a Steiner tazjtfv).

3 4 2 2 2 2
_6B {6 76 ntézmj .6 n[€8+2[6j :|=2248,59cm4

g 3 128 8 3 8 3

3 4 2
|, =8 L [O, O e |~ 735 040m
3 (128 8

2 2 2
_0 58 + {o+ 68” [3[€8+23—[6ﬂ = 82529¢cm’
JT

xy
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8. példa

¢ Hatarozzuk meg a vazolt sikidom masodren-
y T £ diit nyomatékat a kijel6lt koordinatarendszer-

A $ ben és irja fel efxy tenzort!

3 4 2
| =108 18 7, 8 T2 |- 777350
3 |128 8
, 8I10°
8 >N Iy = 3 -
8 yﬂﬁsz yn% ZBY _
- - + 10-—| |=
> X 128 8 \ 3w 8 3
< 10 5
X ! =87643cm’
2 2 2
, =230 6.8 ”mtﬁlo—@j = 76536¢m’
4 8 3

Xy

- {77735 —76536} .
I cm

- 76536 87643

9. példa

Hatarozzuk meg a vazolt sikidom masodfengomatékat a

kijelolt tengelykeresztre.
/ A feladat megoldasanal abbdl indulhatunk ki, hogyaaolt

sikidom két konnyen kezelltetsikidom kilonbségeként

<

>

%% Z? X adédik.
d
D

©

@d

-

< QD >
_ _, _D'm d*m_(@D*-dYm
- I ) 12¢
o). = D*r _d'm_ (2D*-d*)m
v Y2 e 126 12¢
w =l =1y2=0-0=0

Az x és y tengelyek egyuttaitbngelyek is.
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10. példa

y
Y Hatarozzuk meg a véazolt sikidom origéhoz tartoéteri-
gelyét ésdmasodrend nyomatékat!
8 / Szamitsuk ki az xy tengelyhez tartoz6 masodiemgbma-
tékokat.
v 3 3
i / | 2300 3 e
A 4 > X 3 3
3 3
< 3 >le 3 > |y:8|::B +2|:6 :216cm4
3
107 3

Xy

+[0+32OA5| = 252cm?

1008 -252| ,
cm
—-252 216

Ezzel a tenzoﬂzXy = {

A fémasodrentl nyomatékokat az alabbi egyenlet megoldasakéntkapj
1008-1 -252

{ -252 216-1

Ennek megoldasai — a masodfokl egyenletmegold@kélapjan-

|, =108138 > |, =14262

A fétengelyek koordinatarendszerében a tenzor

= 108138 0

12 :{ 2}

} =0 illetve 1> -12240 +154224=0

0 1426
A szamitas helyességének ellerésére felhasznalhatjuk az a tényt, hogy az azonos
ponthoz tartozé tenzorokdtlobeli elemeinek 0sszege (glskalar invarians) nem val-
tozik, vagyis
1008+216=108138+14262
A féméasodrend nyomatékok (a tenzor sajat értékei) ismeretébeghatarozhatjuk a
fétengelyek iranyat. Erre két leldseg kinalkozik attél fuggen, hogy az iranyt kijeldl
egységvektorokat hogyan definiéljuk.

y
+ =l _7T 2 2 _
=1 e+e=1
n e, n=el+e |
sing vagy
(-P \ 4 . X _ — . -
o > N =cosyl +sing |

cos®
Az |, féomasodrentl nyomatékhoz tartozasiranyt (a tenzorl, sajatértékéhez tartozo
N, sajatvektort) az alabbi két matrixegyenlet valaikéinek megoldasaként kapjuk.
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[ (1008-108139) - 252 €. | |0
| -252 (216—108138)}{%} - M
illetve

-7338 -252 |[cosp| |O

| -252 —86538Lin¢} B M

A matrixegyenlet atalakitdsaval

—-7338le, —252[e =0

- 25208, -86538[#, =0
llletve

— 7338[cosp —252[sing =0

—252[¢tosp —86538[sing =0

Barmelyik egyenletrendszert is tekintjik az egyssMenem fliggetlenek egymastol,
ugyanis ezen egyenletrendszerek énmagunkban ngméglések az ismeretlenek meg-
hatarozasahoz.

Kiegészié egyenletként felirhatjuk, hogy a bevezetett vekigységvektor, tehat

e +e =1lilletve cos’ ¢ +sin¢=1

A két egyenletrendszer kozil a masodik megoldayazegibb feladat, hiszen itt fel-
hasznalhatjuk az aldbbi trigopnometrikus dsszefitggés

sin
tgg = sing
cosp
Ezzel a sz6g meghatarozasa
_—7338 _ ot o
tgg = 555 —0,2912 amisl ¢ = -1624
Z

Az 1, fémasodrend nyomatékhoz tartozésirany kiszamitasat az alabbi modszerrel
végezhetjuk.

(1008-14262) -252 cosa| |0
{ - 252 (216—142,62)}Lina} _M
86538

~

Z

Ebbdl tga = =34341lilletve a = 7376°

y

A

2-es féirany A két iranyt felrajzolva latjuk, hogy abifa-
nyok meblegesek egymasra.
A kiszamitott szogeket gklhelyesen kell fel-
rajzolni.

> X A pozitiv irhny az éramutaté jaraséval ellenté-
tes.

a+@=90° 1-es féirany
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11. példa
y

=

kat!

Els6 Iépésként hatarozzuk meg a sulypont koordinatajéat.

Hatarozzuk meg a vazolt sikidom sulypontjahoz
tartozé Bmasodrend nyomatékokat ésdéiranyo-

n
y t Ai | Xi | Y
il [cm? | [em] | [cm] Xili | YiA
Sp 1 > 1. 32 4 12 | 128| 384
. ‘ ¢ 2. 20 7 5 | 140/ 10Q
v sp2l 1 3 8 | 10| 1| 80| 8
| o0 3 - y Y| 60 348| 492
< XS >
A az egyes sikidomok tertilete
Xi az egyes sikidomok sulypontjanak X koordinataja
Yi az egyes sikidomok sulypontjanak Y koordinataja
X
Ezekkel X, = 2L XA =348 58cm
>A 60
Y
Y, :Z A :4;92:8,2cm
> A 60

A &n koordindtarendszerhez tartozé masodiiengomatékok kiszamitasanal felhasz-

naljuk a parhuzamos tengelyek kozotti kapcsolagngebetett dsszefliggést, valamint azt
a lehetséget, hogy a sikidom masodréngyomatéka a rész sikidomok masodiend

nyomatékanak az 6sszege.
A szamitashoz a kovetk&Abrat hasznaljuk.
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y 'f
~ >,
3,8
N,
Sp‘ T > & X X
3,2
L £, !
_> —_—
Sp 2 A Ne 7,2
i T
P < S
> X
‘1,8“1,2
«— 42 >

Az |. jelii sikidom masodreridnyomatéka & tengelyre
s’

Iy = +4[8[B8° =504,75cm’

Ehhez hasonléan irhaté fel a tébbi sikidom masatiregomatéka

3
le = 210 +2[100B82° =37147cm’
12

3
4[22 + 420722 = 41739cm’

Iy =
A teljes profil masodreridnyomtéka & tengelyre
le =1y + 1, +1, =129361cm’

Az n tengelyre szamitott masodrénayomatékok

48°

| ; +4[818° = 27435cm’

Yy =
5, = 101223 +10[201,2° = 3547cm’
ly, = 2533 +2[#[#,2° =15179cm’
I, =1y, +1,, +1, =46161cm’

A &n tengelykeresztre szamitott vegyes masodrerypmatékok
., =0+84[B2[(-18) = -21888cm’

| e, =0+10201,2[(-32) = -7680cm’

|3, =0+4RMA20-7,2) = -24192cm’

Ly = iy +15g + 13 =—53760cm’
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A sulyponti én tengelyparhoz tartozé masodrénmdyomaték tenzora
= 129361 5376 4
I, = cm

5376 46161

i
A sulyponti tmasodrentl nyomaték meghatarozasahoz oldjuk meg az alabbidfds
ku egyenletet!

e{129361— I 5376
5376 46161- |

A fémasodrent nyomatékok

I, =155737cm’  és I, =19785cm’

} =0 illetve 1> -175522[1 +30812%5=0

Az |, fomasodrendl nyomatékhoz tartoz@iranyt meghataroz& szog értékét a ko-
vetke® egyenletekbl hatdrozhatjuk meg.

{(1293,61— 155737) 53760 Mcosﬂ _ H
0

537,60 (46161-155737) || sing
_ 26376 _ : _ .
tgg = 53760 0,4906illetve ¢ = 2613

Az | ,fémasodrend nyomatékhoz tartoz@irany is szamolhaté hasonlé modon.

A korabbi levezetések azonban mar igazoltak, hoggtdsirany mebleges egymasra.
Ennek ismeretében rajzoltuk be az abraba a atesdelyt.

2-es fétengely irénya\ n
\ 1-es fétengely irdnya

Hatarozzuk meg a sulypontitengelyek helyzetét és
2 { / // fémasodrend nyomatékait
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A sulypont helyzetét az aldbbi abra alapjan eghath segitségével hatarozhatjuk meg.

y nl“ A ‘rJ
'y N4
3 / y
/ s .
10 ‘ %y _$

3

x@w‘
N\

v

- 10 > < 2 e 4 >
. . . XiA 372
AI2 Xi Yi XiAi | YiAi X = Z = = 547
ic | [cm? | [cm] | [cm] > A 68
Y
1| 00| 5| 5| 500 500 YS:Z A 372 e
> A 68

2.| -32 4 4 | -128 -128
X | 68 372 372

A én tengelykereszthez tartoz6 masodfenglomatékok értékei az alabbiak

_1om0°

1 +1010[D47° =85542cm’

3
= 4[2 +4[8[147° = 23982cm’

Izg
e =1y =1y =61560cm’
illetve

_1om0°
=

I +1010[D47° =85542cm’

8

+8[#4[147° =11182cm’

Iy,

I, =1, — 1, =74360cm’

és

¢, =0+10010DA7DA7 = 2209cm’
| ¢, =0+8A147147 = 6915cm’

l oy = gy = 15e, = —4706Cm’
A &n koordinatarendszerhez tartozé masodiiemgbmaték tenzora
- _{615,60 47,06} .

én cm
4706 74360
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A fémasodrend nyomatékok meghatarozasahoz oldjuk meg az alalisodioku
egyenletet
12 -1359270 + 4554944 =0
|, =75936cm* és 1, =59984cm’
A féiranyokat az alabbi egyenlet segitségével hatatpeghaeg
—14376cosp + 4706sing =0
14376 _
199 = 4706 = 3055
@ =7187
illetve
1576cosa + 4706sina =0
- 1576

=-0335

tga =
a=-1813

13. példa

Hatarozzuk meg a vazolt sikidom masodren-
di nyomatékat &n tengelykeresztre!

A sikidom masodrend nyomatéekat az xy
koordinatarendszerben kdnnyen szamithato.

3
_ 46 72cm?

ars
4 Y12
l,, =0cm’

=32cm’

Az xy koordinata tengelyekhez tartd:zAg') tenzor az alabbi
= 72 0 4
I = cm
Y10 32
A ¢ tengely egységvektord = COspi +sing j —[cos¢ sm¢] {

A 1 tengely egységvektorg = -singi +cosg j = [— sing ,cos¢] = {—1 g

N\ﬁ
N |~

d

Az I_gr masodrendl nyomatekvektort (a£. egységvektorhoz tartoz6 masodrémyo-
maték vektort ) a kovetkéképpen kapjuk

V3 _ _ _
=T, m 2|72 O] |<[30R] T =360l
o lo 32)) 1 16 = 62350 +160j
2

N
[
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Az I_,] masodrendl nyomatékvektor az alabbi

1

F ot 2|72 0] 72| [-36] T,=-36d+16/30

7o Tlo 32)[ V3] (1643 = -360 +27,710]
2

Hatarozzuk meg at_g méasodrendl nyomatékvektor vetileteit & és7 tengelyre!

les =€ D_g =€ szy [, = [COS¢ ,sin¢]{72 O}{Cow} =

0 32| sing
_{ﬁ 1}{72 0}7 :{ﬁ 1}{36\@} 62cm
2'2|0 321 22| 16
2

[ 1 qfﬂ 183 +843 = ~10/3crr

2" 2 16

Hatarozzuk meg at_” masodrendl nyomatékvektor vetlleteit & €sn tengelyre!

21
- = J3 172 07>

I :étD :ézl:l @ = — .y =
né ¢ = c Hoxy Sy |:2 2l 0 32 \/_
2
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V1.) Racsos szerkezetek

1.) Sikbeli racsos szerkezet értelmezése

Sikbeli csuklés szerkezeteknek nevezzik azokatdazaikezeteket, amelyeknek va-
lamennyi eleme (radja) egy k6zos sikban helyezketil rudak csuklokkal kapcsoldd-
nak egymashoz és a terhelés is a szerkezet sikjdkeaik.

Az olyan szerkezeteket, amelyeknél a kidsk csak a csuklokra hatnak egydzea-
csos szerkezeteknek nevezziik.

A legegyszdibb sikbeli racsos szerkezetet akkor kapjuk, amilésom rudat ugy kap-
csolunk dssze sikcsukldkkal, hogy azok haromszilgetnak.

\\ /' Ha ezt a szerkezetet statikailag hatarozott
modon kényszerek segitségével megta-
T masztjuk, akkor a fennmaraddé csukléban

hatdo barmilyen iranyu ér hatasara a
szerkezet stabil marad.
A célnak megfeldl racsos szerkezetet —
a harom rudas alapszerkezdtb a ko-

: ' vetkez mdédszerrel tudunk létrehozni:
Az alapszerkezet két csuklopontjahoz hozzékdotinykegry rudat, majd az Uj rudak ve-
gét sikcsukloval kapcsoljuk 6ssze. Ezt a folyamawtetelve barmilyen szerkezet ki-
alakithaté.

5
1 3 - 1 4
2

Az ezen elvek alapjan kialakitott rdcsos szerkbeéfleg statikailag hatarozott. A sta-
tikai hatarozottsag feltétele (ha a szerkezetdikailg hatarozott médon tAmasszuk
meg):
2c=r+3 vagyr =2c-3
Ahol c: csuklék szama

r: rudak szama

c=4 c=4 c=4
r=6 r=5 r=5
6>2[4-3 5=214-3 5=214-3
r>2c-3 r=2c-3 r=2c-3

—~+

statikailag hatarozatlanstatikailag hatarozott | statikailag hatarozot
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Racsos szerkezetnél az ismeretletk dkényszereik, radetk) meghatarozasanal — a
szamitasok kdnnyebbé tétele érdekében — a koved@grszelisits feltételezéseket al-
kalmazzuk:

1. Aracsrudak és sikcsuklok végetlen merevek, alajokm valtoztatjak

2. Az egy csukléba befuté rudak kdzépvonalai a cskkibéppontjaban met-
szik egymast.

3. A csuklék és rudak kapcsolatat surlodasmentestelerz Uik fel.

4. A racsos szerkezet csak csukloin kap terhelését i@hrudak terheletlenek.
Ennek kovetkeztében a rudakban csak rudiranyl keletkeznek (huzas
vagy nyomas).

2.) Ruderok meghatarozasa csoméponti médszerrel

A csomoponti modszer az egyes csukloknak, mint épamtoknak az egyensulyabdl
indul ki. Ez azt jelenti, hogy a sikcsuklé a rahkiids erok valamint a hozza kapcsolo6-
do rudakbdl szarmazod hatasara egyensulyban van.

Az egy csukldon tamado @ kozos tamadaspontu sikbelbemndszert alkotnak. Ezeknél
a felirhatd egyensulyi egyenletek szamadkeNz ismeretlenek szama pedig a csomo-
ponthoz kapcsol6dé rudak szamaval egyezik. (Miswarjik az €r hatasvonalat csak
a nagysaga kérdéses.) Ha kovetjuk a statikailagréwdtt racsos tartd felépitésének
mabdszerét, mindig lesz olyan csomoépont, ahol cgakskneretlen rudérlesz.
Amennyiben ismerjik valamely rad egyik végén ébredt, akkor a hatas-ellenhatas
elve alapjan mar ismerjik a rud masik végén hatbigr

A rudeibk meghatarozasa térténhet szamitassal vagy szerkssk

Els6 Iépésként hatarozzuk meg az A és B
F=1000N csomopontban ébrédkenyszereiket.

D> Mg =0
A, [4-10002=0
A, =500N

Y =0
~500+ B, ~1000=0
B, =1500N

D> X, =0

B, =0

A kényszeratk ismeretében megallapithatd, hogy mind az A mir@ esomaopont al-
kalmas arra, hogy a szamitast elinditsuk.
Ezekben a pontokban csak 2-2 ismeretlen rudeéej csatlakozik.
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F Bontsuk elemeire a C csuklo kérnyezetét!

A C csukloban egy ismert@es ketd ismert hatasvonall ruder
hat.

A C csuklo egyensulyat biztositosket az abran lathaté vektorharomszog segitségével
hatarozhatjuk meg. A vektorharomszog folytonosfaliamu, ami azt jelenti, hogy az
erdk 6sszege zérus.

Ugyancsak az 8¢6 abran berajzoltuk a C csuklét terhiedroket, valamint a hatas-
ellenhatas elvének megfaleh a kapcsolddo rudaksgditékat is megadtuk.

Ennek értelmében a 4-es szamu rud 1000N nagységél éizott, az 5-6s szamu pedig

1000V2 N esvel nyomott igénybevétél

Az abran felrajzoltuk a még ismeretlen rudénejdakbol

R
D 4
R ’ allo szerkezetet valamint a csomopontbdikdals eroket.
R; / Az &bra alapjan megallapithat6, hogy barmely csamép
A o Rs  tot is valasztjuk kiindulasnak mindig csak két radereje
l R, B

az ismeretlen. Rajzoljunk meg a D és A csomépontok
I erGjatekaL
500N

1500N

R, (100ON)
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Az eléz6 abra alapjan az RGdban500V2 N nagysagu huzo igénybevétel agrkdban
50072 N nagysagu nyomo igénybeveétel ébred.

Rl
500N

0
R, B

R,
Az el6z6 abran az Rrudban ébretligénybevétel az A csuklo egyensulyabdl allapitot-

tuk meg Amint lathato a rud igénybevétele ugyanolyaint az edzé esetben.
Az alabbi tablazat mutatja a szerkezet kiszamitwkebit.

radszam| rude

1 +500V2 N radeok eldjelének jelentese:
2 —>00 + huzott

3 ~500/2N - nyomott rad

4 +1000N

5 ~1000/2 N

A csomopontok egyensulyat vizsgalva, a halézathiaihtatunk olyan rudakat is, me-
lyekben zérus nagysagu rudebred. Ezeket a rudakat vakrudaknak nevezzikéd-a
ra rajzolt korrel jel6ljuk.

A szamitand6 szerkezeten ranézésre isiikiethk azok a rudak, amelyekben zérus
nagysagu az igénybevétel.

Terheletlen csomoépontoknal az alabbi esetekbenrkayakrudakat:

a) Ha két rud szdgben talalkozik<{180°) és a csomdpont ter-
heletlen, akkor mindkét rad vakrud.

b) Ha harom ruad ugy talalkozik, hogy k&thatasvonala
egybe esik és a csomopont a terheletlen, akkorragha
dik rud vakrud

Terhelt csomoépontoknal csak specidlis terhelésatiddapunk vakrudakat

‘ Ha a terhelés beleesik valamely rad hatasvonaldba,
A % akkor a csomopont terhelését ez a rud veszi faj, ani

masik rad vakrud.
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Az elobbi féleg szerkesztésen alapulé mddszer helyett valdgathea szamitasos mod-
szert is. Itt is csomo@pontrél csomépontra haladunk.
Vizsgaljuk meg a C csuklé egyensulyat

F=1000N
_ oo 2
R, = R [€0A45° = R, EI;
y _.R_4_ C . \/E
) R;_x l Rs, = Ry [8In45° = Ry El?
> R

5y
Sikbeli etk akkor vannak egyensulyban, ha az alabbi egydntetiestlnek

dDM=0 YX=0 >VY =0

A ZM =0 automatikusan teljesul, hiszen harori egy koz6s metszésponton halad

at, igy erre a pontra a nyomatékuk ésszege zerus.
Irjuk fel a masik két egyenletet

2.%=0  -R-R,=0 - —R4—Rs§=0
_ rR - e m¥2_
DY =0 F-R,=0 - -F 957-0
Ezekid|
__2F __
R=-7 Fv2

R4=—F?5%=—(—F\/§)§: F

Ezen eredménynek szerint az iedban 1000N huzoégraz R ridban1000/2 N nyo-
moei ébred.

Ez megfelel az ék6 szamitasunknak.

A mobdszer tovabb folytathaté a kdvetkezsomopontoknal. Mindig felirjuk az egyen-
sulyi egyenleteket, melyekbaz ismeretlen radék szamithatok.

A két mbdszer barmelyikét hasznalhatjuk, az eregmné@m valtozik.

A szamités modszer egyenleteinek felirasa egydskdmn tobb munkat igényel, mert
az eBk komponensre bontasahoz szikséges szogeket a tgeoradatokbdl kell ki-
szamolni.

3.) Haromrudas atmets® modszer

A csomoponti modszerrel a rudket csak egymas utan hatarozhatjuk meg. Terjedel-
mesebb szerkezetnél ez a mbdszer eléggé hosszad&olaesetben @brdul, hogy
csak néhany rudére vagyunk kivancsiak. Az ilyen esetekben alkalmaéZzha
haromrudas &tmet§anodszer.

A modszer Iényege a kdvetkezAz egyensulyban lévracsos szerkezetet egy képzelet-
beli atmetszéssel két részre bontjuk. A metszés$\atad elmetszett rudak hatasvonalai
nem mehetnek at egy ponton.
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Ha az elvagas helyén a megfélelidiranyu efket mikodtetlink, az egyensuly mindkét
szerkezeti részre kulon-kulon helyredllithato. Ag/ensulyt biztositd ék lesznek az
elvagott rudakban ébréaudenk.

Vizsgaljuk meg, az ék6 feladatban szerefpbzerkezetet!

l 1000N
D \ 4 C

500N l IISOON

Sikbeli etrendszer esetén az egyensuly feltételét az al@yeinketekkel fogalmazhat-
juk meg.

ZM =0 |vagy ZM =0 | (A harom kivalasztott pont
: 1,2,3 nem illeszkedhet a sik

2. X, =0 2M,=0 egy egyenesére!)

dY =0 > M_ =0

Keressunk 3 olyan pontot, amelyre agkemyomatékat konnykiszamitani.

Ha a B pontot valasztjuk, akkor a nyomatéki egyemlebvetkes:

5004-S,[2=0 - S,=1000N

Az S, edre kapott eredmény @kle +, ezért a feltételezett irany helyes. Ezjelenti,
hogy az $er6 huzza a rad végét, tehat a rad hazott.

A B pont kivalasztasanal az jatszott szerepet, ramp és S radebk hatasvonala is
atmegy a ponton, igy ezek nyomatéka zérus. Aztrdopoahol két ismeretlen ruder
hatdsvonala atmegyjgontnak nevezzik.

Véalasszuk most a D pontot és irjuk fel erre a @oalr eérendszer nyomatékat.
5002+S,2=0 - S,=-500N

Az eredmeény élele — , ezért az ére felvett irany nem megfelel Ha az ef iranyat
megforditjuk, akkor az Sud nyomotta valik. A D pont ugyancsaipbnt.

Az S;, S rudak B illetve az §S, rudak D metszéspontjat mar kivalasztottuk. A harma
dik fépont az § S, rudak metszéspontja lenne. Mivel ezek parhuzamas&ipont a
végtelenben van, igy nem hasznélhato.

Az ismeretlen Srade meghatarozasara két lebstgiink van:

- 139 -



- Vélasszunk egy harmadik pontot, amely nem megyz &aud hatasvonalan.
Erre felirhatjuk a nyomatéki egyenletet, athineghatarozhaté az;3udeb.
Ebben az esetbe azg 1Sdeb karjanak meghatarozasa nehézkes.

- Felbonthatjuk a kivalasztott részre hatéket komponensekre, és felhasznaljuk

a ZXi =0eés ZYi = Oegyenleteket az ismeretlenek meghatarozasara.

Y
D \ 1000N 2. X, =0
‘ ) >

-500+ S, +1000=0
A sy s, s, S,, = -500N
“ >Y. =0
\SOON |
-500-S,,=0
S,, =-500N
Az eredmények éJelének figyelembevételével az; 81d nyomott és az érértéke

50072 N

500N l

4.) ,K” racsozasu tartok szamitasa

Az ugynevezett ,K” racsozasu tartonél a szerkegetré&szre osztasakor legkevesebb 4
rad elmetszése szikséges.

Q /
O 0O 0O O —x
a
C C C O —X
a
g\ N, N E A
l—a . Jo 2 3
2
A=—
Az eloz6 dbran bejeldlt csomopontogiitékat elemezve az alabbi eredményre jutunk
S2 SZ
vagy
S3 S3

S,+S,
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A négy rudat dsszekapcsold csap csak ugy lehensghydan, ha az,s S erdk ere-
dojének vizszintes komponense zérus. Az ered erdvel szemben azs$s 3 rad
fejti ki eréhatast. Ezeket figyelembe véve az atmetszést bhiatd#ddon hajtjuk végre.

A D pontra felirva a nyomatéki egyenletet
M_ = A @-S,[2a=0

S4 :izg
2 3

Az F pontra felirva a nyomatéki egyenletet
dYM_=0 A@+S2a=0

__A__Q
2= 3

Az S, és S radagban olyan éknek kell ébredni, hogy az
S+Ss, gQ, Q ebk a fugdleges iranyban egyensulyt tart-
sanak. Ebbl adddik, hogy az 8S; e felfelé mutat és
ca 1 L.

ertekeEQ nagysagu.

Az alabbi abran a sraffozott két haromszog hasdidsl

1/3Q

Az S, és S ek iranya az gtharomszogben lathato.
Az el6z6 esetben kiszamitott,SS; er6k az
E csomdpontra hatnak.

Ennek megfelélen az $ rad huazott, az $
rad nyomott.
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5.) Példak a racsos szerkezetek témakdéb
1. példa

6000N

Hatarozzuk meg a
vazolt szerkezet rud-
erdit!

2m 2m

;L
V|‘ r|‘

2m

2m

< ;L
< >

A megoldashoz vezételss 1épés a vakrudak kijelélése (ha van ilyen). A valak
ugyanis kihagyhatok a szerkez@éthigy a szamitas is konnyebb.

6000 6000N C 9 2 B 20 G

o o o O Q o Q o o

O
J

Kovetked lepésként hatarozzuk meg a kényszeet.

> X, =0  6000-A =0 - A =6000N
> M,=0 60006-B,[B=0 - B, =4500N
>Y =0 A +B,=0 - A =-B, - A =-4500N

Klloénbsebb szamitas nélkil meghatarozhatd, hogy,&& R.e rudak nyomottak és az
erok értéke 4500N
A G csomopont egyensulya
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Mivel az R és Rgrudak hatasvonala kdozos
R¢ = R,, = —4500N

Hajtsuk végre az alabbi 3 rudas atmetszést

R,, = —4500N nyomott

4500N R =+4500/2 N hzott

E Ry /16 2 G 2M_=0 45002+R,2=0
~ R, = —4500N nyomott (egyezik az &ké értékkel)
Ry; 21 I
R 17 4500N ZM =0 Rg[2-450004=0
e — R, = 9000N huzott
F R =9000N huzott
4500N > X.=0 R, +9000-4500=0
> R, = —4500N
R17 17y I
R A 4500N >.Y,=0 R, +4500=0
17X i 7y
« / R, = —4500N
9000N

R, = —4500/2 N nyomott

Az Rg,R12,R13,R14 rudek meghatarozasara az alabbi 3 rudas atmetszébnalkauk.

ofi 12 = O G
‘R
4 4500N
e
D Ry | 14 .
Rl3
4500N
Rl4
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d>M_=0

R, [2-4500% =0
R, =9000N huzott
R, = 9000N huzott

2M, =0
R,[2+45006=0

R, =-13500N nyomott
R, =—-13500N nyomott



dY =0 ~ R, +4500=0
R, =4500N
R, =4500/2 N hizott

Vizsgaljuk meg az A csomépont egyensulyat

> X =
- 6000+ R, =0 R,, =6000N
A hasonld haromszdgek alapjan

R, _4

=, =2R, =12000N
R =g R =Ry

Az R, rude

R, =,/R’ +R’ =6000 +12000 =6000/5N huzott

tablazatosan 6sszefoglaly
R, =6000/5 N htizott ridszam| _rader

1 —7500N nyomott
Y =0 2 +6000/5 N hizott
! 4 — 7500N nyomott
- R +12000-4500=0 R =-7500N nyomott 5 + 6000/5 N hiizott
R, =Ry = =7500N nyomott 8 | —7500N nyomott
9 -13500N Nyomott
Az R;p meghatarozasahoz vizsgaljuk meg a C csomoépantofy |, 7500/2 N hizott
12 -13500N Nyomott
6000N _ 13500N R 13 | +4500/2 N huzott

—0I—=np Rio S 14 | +9000N hazott

10x y
R 16 —4500N nyomott
10y I 7500N R1ox 17 ~4500/2 N nyomott

2% =0 18 | +9000N huzott
6000+ R, —13500=0 Rox = 7500N 20 - 4500N nyomott
21 +4500/2 N huzott
>Y =0 22 | —4500N nyomott
' 26 | —4500N nyomott
~ R, +7500=0 R, =7500N 27 | —4500N nyomott

R, = 7500/2 N hiizott
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Hatarozzuk meg a?& ésB re-
akcioebt, valamint a radéik
nagysagat es jellegét!

F,= 1000N F,=2000N

Elsdnek azF; ésF; eredere-
jét, majd a reakci6éket hata-
rozzuk meg. Ezek ismereté-
ben mar nem nehéz — csomo-
pontrél csomopontra haladva-
a rudebk meghatarozasa. Az
A csomopont egyensulyanak
megrajzolasanal a& reakcio-
erd veégpontjabol az 5-0s,
kezdspontjdbdl az 1-es ruddal
hdzunk parhuzamost. Megal-
lapithatjuk, hogy az 5-6s rud
hazott, az 1-es pedig nyomott.
A tobbi radett ugyancsak
vektorharomszdogekkel lehet
meghatarozni. A végeredmeé-
nyeket az alabbi tablazat és a
hozza tartozé dbra mutatja.

A feladat természetesen sza-
mitasos mabdszerrel is meg-
oldhato.

radei
nagysaga
-900N
-1000N
-1750N
+1250N
+1600N
+750N
+1500N

D

Nlolalh w2
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3. példa

& a »
= C Hatarozza meg a kijeldlt rudakban élied
igénybevételek tipusat e€s nagysagat, vala-
a mint hatarozza meg A és B reakcidter
F=1000N a=1,5m
\ Al e\
A \J
a Sl
1 O F
a 2

d>M,=0 F[25a-B,[2a=0
By:Fazz;SzlzsoN
dDF =0 A=0
2. F,=0 A+B,-F=0
A, =~F +B, =-1000+1250= 250N

S: meghatarozasa atmetsnddszerre:

dM;=0 Sa-FA=0
F S =F =1000N
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S, meghatarozasa atmetsnodszerrel:
Q o

A felsé részre hato vizszintes iranywlkeregyensulyabal:
' Y>F =0 §,=0 - S=0N

Ennek megfelélen S vakrad.

bos

B csomdpont egyensulya (csomoponti modszerrel):

S& > F,=0 B, -S,[in60 =0

B
— S, =— =1250_ 1 14338N
S sin60® /3

2
I By S, =144338N nyomott

> F =0 S, [€0s60° - S, =0
S, =S, [cos60° =1443,38|3; =72169N
S =72169N hizott

A csomopont egyensulyabol:

/‘36 2.F,=0 -A+S0s30°=0
A 250
— O — S = =22~ = 28868N
A g s, ° cos30° 43
2
Avl S, =28868N hizott

>F =0 SI[sin30°-S,=0
S, =S, (3in30° = 288,68% =14434N

S, =14434N nyomott
D csomépont egyensulyabdl:

Ss\ /83 2.F,=0  -SIsin60 +S[sin60° =0
$=S

» O >  SF =0 S +5-5[00%0° - S, £0s60° =0
_ S, +S, _14434+72169
2[¢0s60° 2%

=86603N

S, =866,03N nyomott.
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4. feladat

Hatarozzuk meg a vazolt sikbeli racsos tarto rbdjaiebred igénybevételeket!

10 oD
12
16
14
15 K
3m

900N

Hatarozzuk meg a vakrudakat!

Felhasznalva a hasonlé harom-
szOgek tulajdonsagait az egyes
radebk a geometria ismeretében

Teljességként megadjuk az egyes
csomopontokban az@atékokat.

S,

meghatarozhatok.

rad | nagysaga

1 -300 nyomott

2 | -75V13 | nyomott

3 | 75V13 | hazott

4 -225 nyomott

5 | -75V13 | nyomott T

6 | 75713 | huzott 300N

7 225 hazott

8 150 hazott | 9 -150 | nyomot] 10 | 450 | huzott
11| -300 nyomott | 12 | 15013 | hdazott | 13 | 300 | hazott
14 | -150y13 | nyomott | 15| 450 hazott | 16 | -300 | nyomott
17 0 18 0 19| O
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VIl.) Sarlédas

1.) A surlédas fizikai értelmezése

A statikai szamitasok soran gyakran éliink azzalam#asokat egyszdybé tev felte-
telezéssel, hogy az érintkeestek végtelen merevek és fellletik abszolut.sBaa a
technika fejpdése egyre ,ésebb” (merevebb) anyagokat és egyre ,simabb” (fiaoin
megmunkalasu) fellleteket képeéadlitani, de a végtelen merev és abszollt sima szer
kezeti elemek nem léteznek. A testek felszine miéggondosabb megmunkalas esetén
is érdes (egyenetlenségeket, bemélyedéseket, rkikéaeseket tartalmazhat).

Kdvetked vizsgalattal arra adunk valaszt, hogy az ilyefiléth testek érintkezésekor,
milyen ek Iépnek fel.

mlg
m | J Az abran feltintetettm tomedi
' | test és az aldtdmaszto asztal vég-
; telen merev és abszolut sima. Az
3 P asztal pedig vizszintes helyfiet
bbbttt bbbttt _ A homogén tomegeloszlasin
I F tomedi test és az asztal érintke-
m zési feluletén p intenzitasu
FEE [§ l -F egyenletes megoszl6seendszer
_ _ keletkezik. Az efrendszer ere-
yyyyy P _ted¥v P e F 6s-F.
o i P A A Il P

A merev test egyenstlyat azng + F =0 vektoregyenlet, illetve a mg+|F|=0
skalar egyenlet irja le!

Ha ugyanezt a kisérletet elvégezziik ugy, hogy ranoh tomedi test, mind az asztal
érdes fellldt, az eredményt leird egyenletek nem valtoznak.

A fenti két eset egyikében sem akartunk relativ gasr ebidézni a test és az asztal
kozott. Végezzik el most a kdvetkdzet kisérleteket.

a,

E Erdes feliileten nyugvén témedi testre, has-
m kF---——» sunk az idben folyamatosan néveév(t) e-
vel, mindaddig, amig a test meg nem mozdul,
majd olyan efvel, amivel az egyenletes mozgast
F biztositani tudjuk.
Fo Az er6 valtozasat az il fliggvényében mutatja
F, — az abra.
F----v----- - —_— Amikor az F(t)=0, akkor a merev test egyensu-
F,— lyat leird egyenlet az alabbi

mg

FAFFS S FIIFF,

-mg+N=0
N , a fellleteket 6sszeszorit®er
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S =surlédasbol adododder

X

Ha F(t)=F, akkor

-mc+N=0

-S+F,=0 - S=F,
Ha az F(t)=k, a testet az elmozdulas hatarhelyzetébe kertll,

-mc+N=0

-S+F,=0 - S=F,
Az elmozdulas hatarhelyzetében meért surlédasi(8eh) és a fellleteket 6sszeszoritd
erd (N) hanyadosaként értelmezhetjik az ugynevezetgwvgsbeli (nyugvd) sarlddasi
tényedt.

F
Ho=

A test egyenletes mozgatasahoz gz®nél kisebb ef is elegend. Megcsuszas utan
barmekkora éris mozgatja a testet a surlédasi @landé és nem nagyobb, mint a felt-
leteket dsszeszoritodeés a csuszasi surlédasi tényezorzata.
Vagyis S= u[N ahol 4 az ugynevezett csuszasi surlédasi tébyez
Addig a pillanatig, amig a test meg nem csuszik, @k akkora surlédasi er6 keletke-
zik, ami megakadalyozza a mozgast.
A két surlodasi tényéekzott az alabbi relacio all fent
Ho>

A 1, surlédasi tényegi érdes fellleten elhelyezett sulyta-

lan testre az 4bran vazolt hatasvonal{jFRs,F,) erokkel
hatunk kalon-kalon.

\g' /é/':“ Mindaddig, amig az érhatasvonala azr =arctgy, fél

kipszodg kuap szél§ alkotdin belll hat, a testre hat&slker

ﬂ%ﬂ képesek egyensulyt tartani.

tga = 4,
F
’ Az F, er6 alkalmazasakor az @& egyensulyat az alabbi egyenletek
B\/ fejezik Ki.
-F,cosf+N=0
S TTTTATTTE: S-F,sinf=0
N
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A ténylegesen fell&psurlodasi &
S=F,sinS.
A két test kozott 1& surlédasbol az érintkezési sikon létrejérmirlédasi aF
S = HoN = ppF, cosp3.
Mindaddig, amig &S, a két test nem mozdul el egymashoz képest.
Képezzik az alabbi hanyadost
S _ HFC08B _ Hy
S F,sing tgpg
Ez a hanyadog3=a értéknél valik eggyé, vagyis a ténylegesen féllspriddasi &
megegyezik az érintkezési sikban létrejéletrlodasi &ivel.
i — :UO — :uO _1

Ha [ >a akkor a statikai egyensuly mar nem biztosithato.

A 2a nyilassz6g kapot sarlodasi kupnak nevezzik. A kup tengelygeggezik az
érintke® fellletek k6z6s normalisaval.

mozgasbeli nyugvasbeli

(DY
1

az egyensuly fenntartdsahoz sziks

Surlédasi af S=ulN =allando ges S< 4, [N felss hatarral

Surlodasi ef ir4- pillanatnyi sebességgel | az elmozdulést kivaltani kivanodcer
nya ellentétes vel ellentétes iranyu

Surlédas tényer H M <l Ho

Kisérlet: Fogjunk két telefonkdnyvet, és laponként, egyebiapozzukdket egymasba.
Vajon mekkora dire van sziikség ahhoz, hogy a két telefonkonyveszzéjik?
A valasz a fejezet végén a példastetalalhato.

2.) Gordulési ellenéllas

A testek a valésagban nem végtelen merevek.d&eéits hatasara deformalédnak. Ezek
a deformaciok bizonyos mozgasformak esetén a meabdsgy annak létrejottével
szemben ellenallast fejtenek ki. Ha egy kor kerasrdzed test egy masik testen az
érintkes fellletek egymason tortériefejtodése atjan legordil, akkor gordimozgas-
rol beszélink. Ha egy korongot szeretnénk egy mtesiten legorditeni, akkor kidls
erdhatasra van sziikség, mert a két test kozotti énéisi fellleteteken a deforméacidk
miatt ellendllas alakul ki. Ezt a legordilést akgdad ellendllast gordilési ellenallas-
nak nevezzik.

Vizsgaljuk meg az elmozditani kivant korongra heiéket, ha a mozgast @ratassal
akarjuk kivaltani.
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Az elmozdulas hatarhelyzetében déiorongra hato
harom ebé egyensulyban van. A hatdsvonalaik egy
k6zds ponton mennek at.

Egyenletekkel kifejezve

2 G+R+F=0
G A talajrél atadodoR ervektor felbonthatd két kom-
' ponensre.
_______ >+ R=S+N

Az abran lathatt tavolsag a kis deformaciok miatt

Al g \ th fgordulési ellendllas karja
R
N

elhanyagolhatdk.

Ezeket figyelembe véve az alabbi egyensulyi egyeklighatok fel
> X;=0 F-S=0
>Y,=0 -G+N=0
d>M,=0 -FO+NIF=0
(Az S[h=0 feltételezéssel)
Az S surlodo €f ertéke csak véges nagysagot érhet el.
S’nax = IUON
Ha az F e ennél nagyobb értéka korong megcsuszik.
Az egyensulyi egyenletekb

= i N

r

A gordulés feltétele

F <Silletve iN < 4N
r

amibsl - < 4,
r

Az f kar nagysagat az érintketestek deformacidja szabja meg. fAértéke a mérnoki
gyakorlatban igen kicsi, ezért a gordulés jelean kisebb ellendllast jelent, mint a csu-
Szas.
A gordulési sugarat a gordulési ellenallas csokdsntérdekében kivanatos minél na-
gyobbra valasztani.
f értékei néhany anyagra: Acél-acélon f=0,05 cm

Gordub csapagy  f=0,0005 cm

Vizsgaljuk meg a korongra hatdéket abban az esetben is, amikor koncentralt nyoma-
ték terheli a korongot.

Mindaddig, amig gordilés nem jon létre, (a koroegin
/—\ indul meg) az egyensulyi egyenletek az alabbiakisize
Mo alakulnak
> X =0
e SV =0 -G+R=0
! >M,=0 -M,+R =0
AT & Ez azt jelenti, hogyM, < R[T esetben az egyensuly
LI biztositdsahoz nem kell surlédasb.er
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Ha azMo>RI[ f , akkor az 1, -, ROf ) nyomatek a korong gyorsitasara térekszik.

Ekkor mar fellép a surloédasicrés a test gyorsulasa kdvetkeztében a tehetejiemsé
IS.

v a megvalosulé mozgasi irany.

3.) Kotélsurlédas

ds v a kotél és a koron kozaotti relativ moz-
3 gas. Vizsgaljuk meg dshosszusagu
dg kotélelem egyensulyét.
¢
K+dK
<
pdN o
K, Ko dN
/ ar
v p
K
tgo = U (p a surlédasi félkupszog)

u= a kotél és a dob kozotti surlédasi tériyez

A dT kényszerdr a u surlodasi ténygmek megfele- do y K+dK wdN
16 p szOget z&r be a normalis irannyal. Kis szdgelﬁ\l\/
miatt sindg =0 , cosdg =1 < dT
K [dg =dN
dK = tdN = 1Kdg udN
. dK _ 'y

K a

dK

—=uld¢p - In—Lt=ua
Fe= ;

iletve K, =K (ahola szdg radianban értetid
Az egyensuly mindaddig fennall, amig < K e
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4.) Csapsurlodas

Idedlis csap esetén, ahol a testek végtelen meésvalfellle-
tuk végtelentl simak. A csap egyensulya csak aarataliin-
tetett modon johet Iétre.

Valésagos csap esetén, ahol van surlodas és & iestefor-
malbédnak, a csap valamely véges (A-C) fellletesAikfel.

Ha a csap terhelése nem a csap kdzéppontjan hakakkar a
felfekvo fellleten surlédo éris ébred, amely — bizonyos hata-
rokon belil — megakadalyozza a mozgast.

o
&

@

A csapra hato F érhatasvonalat a csap k6zéppontjatol tavo-

litva elérink egy hatérhelyzetet, ahol a csap megziks.

Ehhez a hatarhelyzethez tartozosugara kort nevezzik a
o\ F csapsurlédas korének.

Az r,=RI$inp, ahol R a csak sugaraa feluletek kozotti

surlédasi félkupszodgg p = u

Szamitasaink soran a csap surlédasat az abramdldiblyet-
tesitéssel vehetjik figyelembe.
M. < NI,

cs —

v

A kisérlet megoldasa a telefonkdnyv lapjai oriasi fellletet biztosisékn valamint a
papirlapok apré egyenetlenségei novelik a surlédggiitthatokat. Ehhez jarul még
hozzéa az is, hogy a papirlapok tomege bar nagywsi, kde nem elhanyagolhato, és a
S= u [N 6sszefiiggés alapjan a mozgato hatas ellen lépsi@liédas. igy a sarloédas itt
akkora ebvel hat az elmozdulas ellen, hogy embetivet két 800 oldalas 6sszelapozott
telefonkdnyvet lehetetlen szétvalasztani.

Gépi ebvel toébb, mint 30 kN dire van szukséglnk, hogy szétszakitékét. (Forras:
Mythbusters)

&
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5.) Példak a sarlodas témakorhl

1. példa
n=0
T Adott méreti, G, =400N sulyu létra alsé része az érdes
(«=0,3) talajon, fels rész a teljesen sima fliggges
falnak tAmaszkodik.
5m Milyen magasra mehet fel @e=800N sulyd ember a
|étrara, hogy éppen ne csusszon meg?
N2 X X z M Az 0
—;\‘ 1 SB-N,2+G A+G,[X =0
. S =uN,
e —
y ZY, =0
1 G.+G -N,=0
5 . S=HIN =G, +G)
Y a hasonl6é haromszdgek alapjan
X _h
v 25
<L, .
S Xx==h x =2-2h
T‘ 5 5
Nl
) H(G,+G) (5~ (G, +G) (2+G 1+ G, 2~ 2h) =0
= [
03800+ 400) [5— (1200 [2 + 400+ 800(2 —%h) -0
1400=320h
5 7'y h= 4375m

A
A 4
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2. példa

B ? Mo Mekkora az a maximalis @(Fmay, amelynél
/ a rud nem csuszik meg a falsarokban?
,.»Z A
11=0,1 12=0,2
b a=2m b=3m
= A G G=700N
max v
A\ 4 N
V//Fr: —
b a | a
G
2
B
A\ f. Négy eb egyen-
_ sulya szerkesz-
o téessel
G
LY
190, = 4
190, = K,

inzo Fmax_S_NZZO
Y Y. =0 N,-G-S,=0
d>M,=0 G@a+S,2a-N,[b=0

l'llNl = S :LIZNZ = SZ

Frax =S+ N, = 4N+ N, =14 (G+S)) + N, = G+ 1S, + N, = (4G + g4 p1,N, + N, =
=uG+N, 1+ /Jyuz)

G+ N, a-N,[b=0 — G@=N,b-, REN,=N,(b-u, 2H)

= Gla _ 7002 = 6364N
b-u,2a 3-02[2[2
Gla
Frax =G +———(1+
max /'[l b_ﬂzmm( /’11/'12)
700!

Fowc = 020700+ §(1+ 01[02) =140+ 649= 789N
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3. példa

///@ Mekkora az a maximali® e, ahol a
P test még nem mozdul meg?

7 o 1 Q A korong csapagyazott és surlodas-
< mentesen forog.

xe
W 22zz2zZz228

G, u,a adott!

Egyensulyi egyenletek:
-uN =0
Qyn Q Qx /’1

Q +N-G=0
/\ e

Q. Q+*-G=0
u

G
v -
“N S=uN Qsina+Qcosa -G=0
Qising + 23 =G
7
_ G _ Glu
sing + COSa  cosa + usina
7

Mekkora az a minimali§ er5, amivel a rendszer
egyensulyban tarthaté? Mekkora az a maxinfalis
ers, amelynél a rendszer nem mozdul meg?
Adott G, i ,a

Fmin megakadalyozza, hogy a test lecsUszFnax a felfelé valdé elmozdulas hatarhely-
szon. zetébe hozza a testet

Gcosa E Gcosa

max

I:min
™~ ™~
Sv\ Gsina

4 Gsina N/ \SA

F., +S—Gsina=0 F...—S-Gsina=0

N -Gcosa =0 N -Gcosa =0

S=ulN S=ulN

Frin + UIN=Gsina =0 Frax — 4N —=Gsina =0

Frin + 1[GOSy —Gsina =0 F .. —MGcosa —Gsina =0
Frin = G(1cosa —sina) F... = G(ucosa +sina)
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5. példa

F
Szamitsuk ki az elmozdulas hatarhely-
o zetében & kotélett és az= értékét!

| _____ |_<_ _____ Adott: Gl,Gz,a,,u
Gll K sz
Gl
I g
— I F. = F [Bosa
G R
‘Sl_ I K —2 F, F, = F Bina
N «— A >
- A
-Q = S,
K-S =0 N,
SN, K=p1G, -K-S,+F, =0 F,=K+S,
N, -G, =0

F,-G,+N,=0  N,=G,-F,
SZZIUENz SZZIUEszlu(Gz_Fy)

F [Cosa = y[G, + u(G, — Fsina)

F(cosar + psing) = (G, + (G, = (G, +G,)
__ MG +G))
cosa + using

6. példa

Mekkora F ebvel lehet a testeket a felfelé
valé elmozdulas hatarhelyzetébe hozni?
m=100kg  m=200kg

a=20° 1=0,1

g=10m/s

K-S -G,sina=0

S, = 1IN, = u[G,cosa

L, =G,sina

K = ¢ [G,cosa +G,sina =G, (ucosa +sina)
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F. = Fcosa L, =G;sina
F, = Fsina N, = G, cosa

K+ +L=F
S = u(Fy +N,) = u(Fsina + G, cosa)

K + u(F sina + G, cosa) + G, sina = F cosa
K + y[F sinag + ¢ G, cosa + G;sina = F cosa
G,(ucosa +sina) + G (ucosa +sina) = F(cosa — ¢ s$ina)

(ucosa +sina)(G, +G,) _E- 1307968

- =14445N
cosa — using 0,9055

7. példa

Mekkora F ebvel lehet aG=1200N sulyu testet az
elmozdulas hatarhelyzetébe hozni?

i 0%
Gv =05
K, =K,
K <
K Y X F
N ]
Kﬂ_m\ie )
s K
IN \4
S=uIN h = 16[cosd5®
K,-G+N=0 Flh-K[08= 0
K. -S=0
- Dleuf:)’8545°: i/EZK%
’ 2By
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K

K,~G+N=K,-G+N=K -G+—>*=0
Y7,
Kx(1+ij=e F =%J§GQ= Gl 12010 = 400N
H 1+5 2 14T 1+
H H 05
K =2 K=,K2+K2 =K 2
X 1 X y X
1+=
Y7,
8. példa
c;1 s ez 1z .
K l Mekkora F ebvel lehet az also téglat megmozdita-
----- M ni?
H Egy tégla sulya=25N
— F A surlédasi tényesk: 11=0,4,1,=0,3
vG
7] ?
| G, G-N,=0 N, =G, = 25N
Lo K-S=0 K =10N
— S =41 IN, S =04[25=10N
St
S N
1 l N,+G - N, = N, =50N
S =4, [N, S, =03050=15N
| G. S+S,-F=0 F=5+S, =25N
= v
SZ
I
9. példa

A gépkocsit csak a hatsé
tengelynél fékezzik be.
Milyen amax €setén marad
nyugalomban?

A gordulési ellendllas elha-
nyagolhato.

Adott: a,b,l,h,u0,G
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G, =Gcosa
G, =Gsina
Sa = Mo IN,

Lejté iranya ebk egyensu-
lya

S,-G, =0

S, =G, =Gsina

DM, = > My=0
Gy [@+G_ h-N,0=0 N,0+G, [h-G, =0

G, la+G_ [h _alGcosa +h[Gsina N _—hlGsina +b[Gcosa
| B | AT |

Ng =

b[{Gcosa-hIGsina .
My | =Gsina

U, G cosa — y, (hGsina =1 [Gsina
U, DIGcosa =1 [Gsina + Y, (h[Gsina =sina(l [G + 4, [h(G)
bly, G M, (b

= = =tga
[ IG+ 1, (G | + g, [h

Az el6z6kben szamitott sz6g az a maximalis szdg, melyngé@arnmi nem csuszik
meg.

10. példa
Fmax
0,15m  Mekkora Fnax et mikodtethetlnk,
77 - L hogy még éppen egyensuly legyen?
Ky A1 G:ébON B] Ky A sUrlédasi tényesk: 11=0,1,u,=0,2
0,3m 0,2m
I:max zxi:o %.+SZ_Fmax:O
Y, =0 N, -500+ N, =0
S, - A B S, -
| I
N N Fmax [015_ 500':0,3"' N2 H),S = O
1 2
M S=mIN, S =4I[IN,
500N
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Frax =S +S, =14 [N, + 14, [N, = £4 (=N, + 500 + £, [N,

N2 _ 500003—- 015! Fmax =10001D,3- 03 |:Fmax

05

Frax = 4 500— £ [N, + 14, [N, = 14 500~ N, (44 — 44,)
Frax =50— B00— 030F,,,) (44 — 4,)
Frax = 50+ 30— 003[F, .,

F -850 . 7767N
103

max

11. példa
£
m Mekkora lehet Fax értéke, hogy még éppen ne induljon
meg a test felfelé?

a\ Adott: 4=30° 4=0,2 G=800N

F
F.-Gsina-S=0 F. = Fcosa
Fy, +Gcosa —-N =0 F, = Fsina

F,. =Gsina+S=Gsina+ u[N =
=Gsina + u(F Bina + Geosa)

Fcosa =Gsina + ulFsina + ulGecosa
F(cosa — ulsina) =Gsinag + u[Gcosa

_ _ 80Q 05+ 0,2@
_ Gsina + u[Gceosa _ G(sina + ucosa) _ 2 )
F = : = _ = =703N
cosa — U Ls$inga cosa — U Ls$ing E—OZEDS
2 b Y
12. példa
’ a=0,6m N
— a, MekkoraF; edvel lehet a G sulyd testet az elmoz-
& dulas hatarhelyzetébe hozni,/h&0,2?
T Mekkorab értéknél lenne 6nzar6£?)?
S| F=1,8kN|
| b, MekkoraF; ebvel lehet a G sulyu testet az elmozdu-
S las hatarhelyzetébe hozni, lag0?
% I M
F
2% G=2kN
F, 77,

1=0,4
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F E%+,L11N1Eb— N,a=0
F [
'ﬂ\i N :L:E:1636N
' a-ub 044
N, =N, +G = 3636N
St N, S = 4 [N, =14544N
I, S, =, [N, =3272N
Sln, F,=S +S, =17816N
F—l_lo Onzaras
SZTNz HaNl_,oo:a—lulﬂ):o
a-ub=0
b= a_06_ 3m vagy nagyobb
M 02
b1
——
FPoNm=0
2
F
N1 :F_b
2a
N, =N, +G="2+G
2a
I:l S =4, [N,
- o _ (Fb _ (180008 _
F, F,=S, = ,uz[z_a + Gj = Q{T‘)ﬁ + 2000) =1280N
NS
13. példa
a=0,8m

N > Mekkora F edvel lehet aG;=450N sulyd rud alsé vége

;j)(‘ i alatt levb deszkalapot megmozditani?
A deszkalap sulyas,=60N
= A nyugvasbeli surlédasi tény&z4, =%
o
_g
Gl
Ho |
F
| | I_’
Gzl Ho

- 163 -



irjuk fel a radra hat6 &k nyomatékat a csuklépontra.

q%—Nla—§b=o

G, A hatarhelyzetberg = 1, [N,
1
s, 450004-08[N, - 3 [N, [12=0
NlI N, =150N illetve § =50N
Nll
S,+—

F N+G,-N,=0 N, =210N
s;—lFl_ S, =uN, S,=70N
’ S+S,-F=0 F=5+S,=120N

Mekkora legyena sz6g értéke, hogy a testek
még éppen nyugalomban legyenek?

m=50kg mp=25kg

1=0,15

A hatérhelyzet elérése utan az tbmedi test
lefelé mozdulna meg.

K1
/X > X;=0  S§+K,-mgsina=0
m, gsina Y'Y =0 N, -mgcosa =0
gl \ m,gcosa S = uN,
S, N,
Nl\ ®1 K,
/X Y X, =0 mgsing+S,+§-K,=0
m,gsina DY, =0 N, +mgcosa - N, =0
e \ m,gcosa S, =ulN,
S, N,
FeItéteI:Klsz
K,=mgsina - S K,=mygsina+S +S,
K, =mgsina - ¢ [N, K, =m,gsina + yingcosa + S,
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K, =mgsina — yingcosa

N, =N, + m,gcosa = mgcosa + m,gcosa
K, =m,gsina + yingcosa + pmgcosa + u lin,gcosa

mgsing - ymgcosa = m,gsina + x4 ngcosa + ymgcosa + (1 [in,gcosa
sina(mg - m,g) = cosa 3mgu + 1 [in,g)
g = HEM+m,) _ 0151450425 _ oo

m-m, 25
a = 464°
15. példa
« 09m r=0
_ Wa Hatarozza meg azt a tartomanyt, amelybd-aaték
S bele kell, hogy essék, hogy a G sulya test az adott
B i helyen nyugalomban maradjon.
lF Elméletileg milyen magasra tudjuk felhGzni a suha,
/ tetszés szerint ndvelhetjiknagysagat?

2,2m
hmax
U\

h=1m

A A 4 4

YFFF

A lecsuszas hatarhelyzetében

F F 09

y — U9 _
4 tga =— = 3687°
o ’ 12
F,+S-G=0 F, = Fcosa
/ Ex :N N-F, =0 F.=Fsina
S=ulN
Gv TS
Fcosa + ulFsina-G=0 FZ—G -
cosa + ysina
A felfelé val6 elmozdulas hatarhelyzetében
F F F,-S-G=0
Ay
N-F =0
S=ulN
Fe N Fcosa - ulFsina-G=0 FSL,
T cosa — usina

£

G¥ ls
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Ha cosa — usina = 0akkor 6nzaras jon létre 5=

cosa — usina =0

1_ 1 09
= tga =
H M 22-h,
ga=—09 22-h =9 h_ =193m
2’2_ hmax ” max ' ax
16. példa
c Az AC rud also vége érdes fellleten

aZ/A ‘%

tamaszkodik, ahol g=0,3

——F Egyensuly esetén mekkora leHet

értéke, hax=30°

B
C_, F 2. Mc =0
| IB G%00530°—NEI]COSSO°—,UEN Msin30° =0
G - -
l G Ecos30° — N [{cos30° + isin30°) =0
Al 30 _ Gcosso°
S I 2(cos30° + psin30°)
N
> X=0-S+F=0
F=S=ulN= U [G(cosSQ°) _1299 _ 6393N
2(cos30° + usin30°) 2032
17. példa
Mekkora a szdgben lehet a létrat kinyitni,
hogy ne csusszon szét?
1,=0,2 n=0,2  Alétra sulya 2G.

Fl
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|[cos(al2)

al2
S=p,N
o
| [sin(a/2)
18. példa

2,4m

Ho

M =0

G%sin% + U, [G Eﬂcos% ~Gusin? =0

. a
Sin—

+ 4, cos? -sin? =0
T2 2

sinﬂ l—1 =-/U, cosﬂ
2|2 0772

q_"H _Ho_
tgz _1 } 2:uO
2 2

sikon fekw G sulyu félgombot
meginditani?

R=1,2m
G=9000N
,uo:O,4

A tartorud sulya elhanyagolhato!

A tehetetlen tort tengeliyrad csak a csukléit dsszekdgyenes mentén hat@es lehet

egyensulyban.

Rud egyensulya
d>M,=0
B,[(24-B,[18=0
18 3

B,= B, ="B,
24 4

/>

A korong egyensulya

Mekkora F erdvel lehet az érdes

2 Mg =0 oy F
SIR-FIR=0 B
X ——

F=S @
ZMon — P
FIR-B,[R=0 S N
F =B,
S=/, [N
F=pN —~ N=—

Ho
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>0

B,+N-G-F =0

§BX+£—G—F:O §F+£—G—F=O
4 7 Yy 4
F(é L —1} =G
4 U
F= 5 C::‘L _ 90010 _ 9000:4000N
S+ 21 075+ -1 22
4 U 04
19. példa
I
< 2 > MekkoraM nyomatéknak kell hatnia a
kerékre az elfordulas hatarhelyzeté-
|,/4 ben?
« Milyen I, méret mellet nem lehet a
7'y hengert megforgatni? (Onzaras mikor
N G, alakul ki?)
M 1,=0,8m 1,=3,2m r=0,6m

G1=1600N G,=400N  x=0,3
A gordulési ellenallas elhanyagolhatd!

B
Iy > M, =0
B
> X Gllzz+Bxll—By|2=0
e,
A A koronghoz tartoz6 egyensulyi egyenletek
> X;=0 S-B.=0 S=B,
ﬂ'B\VAM YY=0 N-B,-G,=0
B, G, N=B,+G,
S ] >Myz=0 M-SI[r=0 M =Slr
N S=ulN
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G1 +BJ,
S=puIN=uB, +G,) =4 G, +——— /J(GI'FB j

=m2+u9+u8x'—l=m2+u9+us'—l
4 l, 4 l,

{1_,‘1'_1]:/024'/1&

I, 4

S(l—l_lj:Gz+& = S=
u o, 4

M =SI[r =1557Nm
Onzaras akkor alakul ki, amikor a surlédé képletének nevéie nulla.
1 1 _

= I, =
7P u 03

LG
4 _ 800 = 2595N

l, 3083

1,

2
1_
U

Mekkora a szégnél
valik a rendszer 6n-
zarova?

G ésup adott

F

Ho | | [ A hasabok magassa-
wxmrxxm Py W/,-zf,y,a/[ Mo ga elhanyagolhato!
A kdzép$ rud egyensulydnak feltétele, hogy az 1-es ésrlezan a radék azonosak.
R R,
R, | y R | R
R R > F -
y S, ; S, RZ ’ R,
R, Gv vG
N, N,
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S =M, R +8,-F =0

R-§=0 R, +G-N,=0
R +G-N,=0 S, =ty N,
R, = Rsina
Rsina+G—i: R, = Rcosa
Ho F =R +S, =Rcosa + y,N, =
Rsina +G - Reosa =0 = Rcoscr+,uO[Ry +G]:
Ho = Rcosa + i[Rsina + G| =
. cosa .
R{sma— j:—G =Rcosa + y,Rsina + p4,G =
Ho R(cosa + i, sina) + p4,G
= G = G,UO
COST _ g COSA — fhysina
Ho
F= Gl — [{cosa + Y, sina) + 14,G = G,uo(1+ wj
cosa — [, sina COSa — [4,Sin

Ha  cosa - y,sin= Oakkor F a végtelenhez tart.
COSa = U, Sin

1= tga - a= arctg(ij Ennél nagyoblo. sz6g esetén a rendszer 6nzaro!
Hy Hy

21. példa

G sulyq, r sugart koronghoz kapcsolt kotél végét a tilgges fal-
hoz rogzitjuk. Hatarozzuk meg a nyugalmi allapdiiatositou sur-
|6dasi tényeé értékét, har,r ésG értékei ismertek!

Kcosa K ZMO:O
Kir-Slr=KIlr=g[NIlr=0
K=ulN

Ksina, I S=uN Z X, =0

Ksina-N =0
N N = Ksina
>, =0
G Kcosa -G+ ulN=0

N

K

K=gN - pu=—
H H=N

K__ K _ 1
N Ksina sina

M=
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22. példa

Mekkora az a minimalig er5, ahol a korong nem csuszik le.
Mekkora a minimalig« az egyensuly biztositasahoz?

a=30° G=1000N 1o=0,3
Ho_l
d
F =F &
k=r+rcosa =r(l+cosa)
> M, =0
Fo k—-FR2O-GO =0
Fle™ [k-FI[2r-GIlr=0
Fle®” 0 L+ cosa) - 2r|-G [ =0
F[e"O" @1+ cosa)—2J=G
F= G =5457N
. e (L+cosa) -2
F. =6385N
ZYi:O ZXi:O
Fccosa-F-G+S=0 Fcsina—-N=0
S=F+G-F cosa N = F, sina

F+G-F cosa

=029

/j :E =

N F.sina
23. példa
3 T

A

MekkoraQ értéknél csuszik meg a korong?

r=0,5m
a=0,25m
G=1000N
1=0,1
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K, K, K, =K,&"“
Y =0
Ko tK, -G-Q=0
> M =0
Q' Ko(r+a)-K(r-a)-G@a=0
Q Q=G-K,-K,=G-K,-K,[@ =G-K,(1+e")
Ko +K, - K, & [ +K, & [a-G@&a=0
Ko(r+a-r&“ +al@)=G[
K, = Gla _ 1000L 025
r+a-r&“ +al®” 05+ 025-05E%"" + 025"
K, =6132N
24. példa
F
/_**@ Az abran lathatd két rlidvéget osszeszorito Fer6000N. A
pD rudvégek kozott a surldédasi tényez=0,08. Mekkora nyoma-

tékkal lehet a radvégeket az elcsluszas hatarhélyzétozni?

Wf . D=0,22m %
&&& d=0,1m s

¢d S dA

E@ﬁ?/ ?pd@

dA=pldgldp \J
dN = p[dA

_ F
P= (RP-r)m

dS=uldN

dM = pldS=pluldN=plulpldA=plulplpldgldp

M:de:ﬂLﬁpzdpm b {g}

Ho L R-P)n 3
F TR -r® F R -r®
= U d¢ = 2=
'U(Rz—rz)ﬂ l- 3 ¢ ,u( 2—r2)ﬂ( 3 j
_ 3 3
_—Eu ~ Zmosmoooaw 402Nm
-r> 3 017 - 005
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25. példa

Mekkora oldaliranyt vizszintes éel lehet a
lejtén all6 G=100N sulyu testet megmozditani?

N =Gcosa
L =Gsina

JE2+12 = uIN

VF? +G?sin’a = u[Geosa
F?+G*sina = u° [G*cos a
F?=G*(u’cos a-sin“a)

F =Gy’ coda-sinfa

F =1000, 042 [£0$15° — sin*15° =100[0,2869= 2869N

26. példa

« Mekkora M nyomatékkal hozhaté a dob az el-
fordulas hatarhelyzetébe?

Adotta,l,R u ésF

; S Y
QD

4

n

A rudra felirt nyomatéki egyenlet
> M =0
FIl+uINIR-Nla=0
N(a-ulR)=FII
_ FI1
(a-uMR)
S=ulN
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A korongra felirt nyomatéki egyenlet

> M =0
SIR-M =0
M = ,UEN R= Iu[RF—[I
(a-uMR)
27. példa
A Mekkora F edt kell mikodtetni, hogy a
t 1Y rendszer egyensulyban legyen?
I, I1=O,1m I2:O,3m I3=O,08m
) »F R=0,08m G=500N ©=0,4

l, (€
R /

a — F
x
B
‘ - " K > )
[ N N )
G ) . x
J
Korongra felirt nyomatéki egyenlet Rudra felirt nyomatéki egyenlet G
D> Mg =0 d>M,=0
G[R-SIR=0 FO,+SO,-NO,=0
S=G S
FO+SO,-—0,=0
U
G
-G, +—0,
F= K~ =335 335N
l, 0l
28. példa
PN MELIIN A G sulyu test érdes feluleten all. Minimalisan mek-
3 kora magassagbaniktdtessik aF eft, hogy a
test megbillenjen?
b Mekkora a megmozditashoz szilkséges minimalis
F. ers?

G a=1m b=3m

h, b  G=10000N 10=0,4
“‘O A4

Y
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Bizonyos magassag alattikddtetettF er6 hatdsara a test
elcsuszik.

F EkkorF =S =y, [N = 14, [G

vagyisF = 04[10000=4000N

Egy ho magassag elérésekor a test a billenés hatarh@lyzet
be jut

> X, =0 F=S
F - =
_F, Fh-G@&=0
Gl K, (G, =Gla
Hohy =a

, hy=—

S Ho
NI Ezen magassag felett a test megbillen, alatta nisgitsés

surlédva halad!

29. példa

Mekkora F efivel mozdithat6 el az ék az
ékhoronyban?

Adott: Q, u,a
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Asurlédasies S =S, = u[N.
Egyensulyi egyenleteket az F iranyban felirva

2u1Q _ puiQ

F=S+S =u(N+N)=py@N=<=r"*

S+S =M )= 2sina sina
7

Vezessik be'=—— - F=4Q

sina
Ha aza szdget noveljik, akkor vele egyitt az B esdkken, azx szog csokkentésével
az F eé no!

30. példa

Mekkora eével hozhat6 az abran va-
zolt korong a lefin a felfelé valé el-
mozdulas hatarhelyzetébe, ha a gordu-
lési ellenallas karj&2,5mm?

Mekkora minimalis surlodasi tényez
szikséges ahhoz, hogy a korong a lej-
tén ne csusszon meg?

G=100N r=0,4m o=30°

>"M =0 (az érintkezési pontra)
G,I-F@+M, =0

G, =Gsina G, =Gcosx
F,=Fcose F, =Fsina

M, = f N
> =0
-G,-F,+N=0
3 X =0
-G, -S+F, =0

A > M =0 és>Y =0 egyenletek felhasznalasaval
Gsin30°[r —F cos30°[r + f (Gcos30° + F sin30°) =0

100005 Eo,4+100[®,00255*/£’

E - Gsin30° [ + G Of cos30° _ 2 - 58195N

r cos30° - f sin30° 04 g\/;’ —-0,0025[05

A z X, =0 egyenletBl a szukséges surlédasber
S=F, -G, =504-50=04N



Hatarozza meg F értékét ugy, hogy a G sulyu test

”é a folfelé valéo elmozdulas hatarhelyzetébe keril-
jon!
l Z Az F ebvel terhelt éket sulytalannak tekintjuk!
iy E ,uo:O,l /1120,15 /1220,2
Ho +«— G=1000N 0=15°
/77
G = 1, [N
N, —> S = 4y N
l S =N,
s, S =4, N,
s, [ N
lys/T N, N, = N,sina
1
Nay N,, = N,cosa
N, S = Ny cosa
= B .
Six s S, = Nysina
s 2T, N
a le —_ X
—_
No
Egyensulyi egyenletek:
N,-S,-N_, =0 N, +G+S, —-N, =0
N, — N, cosa- N,sina =0 N, +G + 14N, sinag — N, cosa =0

SAX+le+S)_F:0
SAy_le+N0=O

MN, cosa + N, sina+ Ny, —F =0
N, sina + N,cosa + N, =0

N, = N;sina + (N, cosa
MN; sina + pu,N, cosa +G + (N, sinag — N, cosa =0
N,[1, sina + p,41, cosar + 14, sina — cosa] = -G

N, =

-G

M, sina + 1, cosa + (4, Sina — cosa

—1000

N. =
' 02[%in15° + 01502 [¢0sl5° + 015[8in15° — cosl5°

N, =118153N

N, = N,cosa — i N, sinad =10954N
F = ,N, + N;sina + N, cosa =5865N
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32. példa

Az R sugaru korongra kotelet rogzitlink, gy, hogy az
nem csuszhat meg.

A korongotr sugaru csapon tamasztjuk fel, ahol is-
merjik a csap surlédasi kég sugarat. A kotél egyik
végéreQ sulyu testet helyeziink.

Hatarozzuk medrmin illetve Frax értékét tgy, hogy a
korong ne mozduljon meg.

M =(Q+Fy)

> M =0

QIR-M, -F,, [R=0
QIR-QM, - Fy, Iy — Ky (R=0
Frin (R+15) =Q(R-1p)

I:min = Q EM

R+r,

M.=(Q+F,), =0

> M =0
QIR+QM, +F U - F,[R=0
Frax(lo =R) +Q(R+1,) =0

F :QEM

R-r,

|
|
1
1
|
|
|
|
l Fmax
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33. példa
@D

MekkoraF erével lehet megallitani al; illetve M,
nyomatékkal terhelt korongot?
D, My, M, I3, l2, s, y

K, = K, &%
a=n+y (radian)

> "M =0 (korongra) > "M =0 (tartora)
M1+K0Eg_K1Eg:O Kozl:ﬂl_FEﬂzzo
—M
_ e 2 - D ' _ _

M1+K05g K, & Eg-o D L-FL,=0

2 2

M, ‘M
KO:ﬂ(D—y) F:D—ldl

€ T+ _1 e//(n+y)_1 |2
M2
KO VVKl
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